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Abstract 
A mathematical “stumbling stone” is something preventing a student with a mathematical learning difficulty 
from achieving progress in their mathematical competencies. The purpose of this paper is to examine 
mathematical students of the upper secondary level, identify such stumbling stones, and propose ways to 
treat them. Before examining the students, a theoretical framework is laid out providing a common 
vocabulary to help in the “diagnosis” of the students. The actual examination is done by the results of a 
questionnaire, and following individual interviews. After the diagnosis, a so-called intervention is planned 
and carried out, with the intention of removing the students stumbling stones. 
This paper consists of three individual parts, and a “cape” binding the parts together. The first part deals 
mainly with mathematical symbols and formalism competency.  The findings in this part show that a few 
students have a stumbling stone regarding the symbol minus. The second part deals mainly with the 
reasoning competency, and found that some student have the Belief that reasoning in math is for the sake of 
the teacher and therefore not necessary, is a stumbling stone for those students. The third part deals mainly 
with the modelling competency and how a group of students tackle doing mathematical modelling, with 
reflections of how the stumbling stones from the previous parts play a role in their difficulties. 
This paper has been written in collaboration with Mogens Niss and Uffe Jankvist of Roskilde University 
Center, for “Matematikvejleder Uddannelsen”. 
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Indledning 
Vi har gennem de sidste tre semestre fulgt uddannelsen til matematikvejleder på Roskilde Universitets 
Center på Institut for Natur, Systemer og Modeller. I hvert semester har vi udarbejdet en rapport. De tre 
delrapporter har vi samlet under en kappe. 
Uddannelsen har været teoretisk, men også i høj grad praksisnær, altså med et stort element af ”learning-
by-doing”. Temaerne for de tre semestre har været ”Begreber og begrebsdannelse i matematik”, 
”Ræsonnementer og bevisførelse i matematik” samt ”Modeller og modellering i matematik”.  
Vi underviser på både EUX, HHX og HTX. Vi har valgt at tage udgangspunkt i alle tre uddannelsestyper. På 
Slotshaven Gymnasium har der deltaget elever fra to EUX-klasser og en HHX-klasse. HHX-klassen har vi haft 
mulighed for at følge gennem hele vejledningsforløbet. På CPH-West har der deltaget 2 HTX-klasser. 
Vi har desværre ikke haft mulighed for at følge en EUX-klasse i alle 3 semestre. På Slotshaven Gymnasium har 
vi teknisk EUX. Den tekniske EUX er en vekseluddannelse, det betyder, at når eleverne er færdige med 
grundforløbet er de skiftevis i praktik og på skolebænken et halvt år ad gangen. Det betyder, at de elever vi 
har fulgt, efter grundforløbet får afbrudt deres matematikundervisning tre gange af et halvt års varighed, 
idet de har undervisning i matematik gennem et grundforløb og tre hovedforløb. For elever, som er startet 
på EUX sommer 2015, er der en afbrydelse mere, idet de i grundforløbet ikke har matematik i efteråret 2015, 
men først i foråret 2016. De mange afbrydelser i matematikundervisningen betyder, at disse elever vil have 
ekstra behov for hjælp, da de næsten skal begynde forfra hver gang de kommer tilbage fra en 
praktikperiode. 
Gennem uddannelsen til matematikvejleder lærer vi at detektere, diagnosticere og intervenere elever med 
matematiklæringsvanskeligheder. Nogle af de elever, som har matematiklæringsvanskeligheder har ikke 
læringsvanskeligheder i de fag, som ikke er matematikafhængige. Deres læringsvanskelighed optræder kun i 
matematik og matematikafhængige fag, så som de naturvidenskabelige fag på EUX og HTX og 
økonomifagene på HHX. Derfor er det elever, som der skal være plads til i gymnasiet, de har blot brug for 
ekstra hjælp til at forstå matematik.  
Ligesom alle er enige om, at der skal være plads til ordblinde elever i gymnasiet, mener vi, at der også skal 
være plads til elever med matematiklæringsvanskeligheder. Derfor bør der være matematikvejledere på 
gymnasierne på lige fod med læsevejledere. Ligesom eleverne bliver screenet i læsning synes vi også, at 
eleverne bør screenes for potentielle matematiklæringsvanskeligheder, således at de elever der har behovet 
kan få tilbud om matematikvejledning. Det skal være frivilligt for eleverne om de vil tage imod tilbuddet, da 
det er vigtigt at eleverne er interesserede og gerne vil have hjælp til at komme af med deres snublesten. 
Faget matematik på minimum C-niveau er en obligatorisk del af alle gymnasiale uddannelser. Vi har en 
forventning om, at der i den kommende gymnasiereform vil være et krav om, at flere af eleverne i gymnasiet 
skal have matematik på B-niveau, og derfor vil behovet for matematikvejledere formodentlig ikke blive 
mindre i fremtiden. 
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Introduktion til kappe 
Vi har gennem tre semestre, udarbejdet tre delrapporter som en del af vores uddannelse til 
matematikvejledere. De tre delrapporter handler om ”Begreber og begrebsdannelse i matematik”, 
”Ræsonnementer og bevisførelse i matematik” samt ”Modeller og modellering i matematik”. De tre 
delrapporter er her samlet under en kappe, der binder de tre rapporter sammen. 
Vi har i kappen valgt at reflektere over matematikvejledningens tre trin, de otte matematiske kompetencer, 
Beliefs, didaktisk kontrakt, socio-matematiske normer, samt matematikvejlederens rolle. Der vil i hele 
kappen være et særligt fokus på udvikling af kompetencer, både hos os som kommende 
matematikvejledere, og hos de vejledte elever. 
Vi har valgt at have fokus på matematikvejledningens tre trin, fordi de er vitale i en matematikvejleders 
dagligdag. I afsnittet reflekterer vi over, hvordan vi har gennemført de tre trin, og hvilke af vores 
matematiklærer kompetencer, vi har fået udvidet. Når vi beskriver hvilke matematiklærer kompetencer vi 
har fået udvidet er det med udgangspunkt i beskrivelsen i KOM-rapporten fra 2002 (Niss & Jensen, 2002, pp. 
77-109). 
I afsnittet om de otte matematiske kompetencer reflekterer vi over hvordan de har spillet ind i de tre 
delrapporter, og særligt i forbindelse med eleverne HHX9 og HHX20. HHX9 og HHX20 har deltaget i 
vejledningsforløb i alle tre delrapporter. 
Vi er gennem uddannelsen blevet introduceret til en lang række begreber. I kappen har vi valgt at have fokus 
på Beliefs, didaktisk kontrakt samt socio-matematiske normer, da bevidstgørelsen om disse begreber har 
fået os til at ændre vores daglige praksis. I afsnittet reflekterer vi over begreberne, i forhold til enkelte af 
vores udvalgte elever, samt hvordan introduktionen til denne teori har påvirket os som lærere. 
I afsnittet om matematikvejlederens arbejdsopgaver beskriver vi kort, hvilke opgaver vi forestiller os en 
matematikvejleder skal arbejde med.  
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Matematikvejlednings tre trin 
Når man som matematikvejleder først skal identificere de elever som har matematiklæringsvanskeligheder, 
og bagefter skal hjælpe eleverne således at deres matematiklæringsvanskeligheder bliver mindre, skal man 
igennem matematikvejledningens tre trin: Detektionstest, diagnosticering, og intervention.  
For at få et udbytte af vejledningsforløbet, er det vores opfattelse, at eleverne skal være positive over for at 
få hjælp til at komme ud af deres matematiklæringsvanskeligheder. Derfor har vi i alle tre delrapporter kun 
arbejdet med elever der er villige til at yde den ekstra indsats det kræver, når vejledningen ligger uden for 
den daglige undervisning.  
Gennem arbejdet med detektionstest og diagnosticering oplever vi, at vi har fået udvidet vores 
evalueringskompetence. Vi har fået to nye instrumenter til afdækning og vurdering af vore elevers 
matematiske kompetencer. 
Trin et: Detektionstest 
Den første del i forbindelse med en matematikvejleders arbejde er, at identificere de elever der kunne have 
matematiklæringsvanskeligheder inden for et givent område. Til dette arbejde kan man bruge en 
detektionstest, som kan hjælpe med at identificere eller detektere elever, der kunne have 
matematiklæringsvanskeligheder inden for det givne område detektionstesten handler om. 
Ifølge (Niss, 2015 januar) har en detektionstest tre formål, hvis læreren på forhånd har en idé om hvilke 
elever der har behov for hjælp. Testen skal da ”bestyrke lærerens observationer og betragtninger”, og sidder 
der elever som læreren har overset ”fungerer testen som opmærksomhedsvækker og supplement til 
lærerens egne erfaringer med eleverne” samt ”Detektionstestens tredje rolle er at give en første støtte til 
udpegningen af de specifikke delområder inden for testens tema, hvor en detekteret elev udviser særlige 
vanskeligheder” (ord, som er angivet med fed er kursiveret i (Niss, 2015 januar, p. 1)). 
Generelt bestyrkede detektionstestene de observationer, vi som lærere havde gjort os omkring elevernes 
faglige niveau i matematik. Dog var der hver gang elever vi som lærere havde overset, og detektionstestene 
viste også elever, der overraskede positivt. Vi erfarede, at vi havde god støtte i detektionstestene, til at 
udpege de områder inden for testen, som vi skulle undersøge nærmere i diagnosticeringen. 
I alle tre delrapporter har vi brugt de detektionstest vi har fået udleveret af Mogens Niss og Uffe Jankvist til 
at detektere elever med matematiklæringsvanskeligheder. Vi har valgt at give eleverne testen online via 
Google Formulars. Det er vores klare opfattelse, at specielt HTX elever tager en test på nettet mere alvorligt 
end en test de får udleveret på papir og som skal besvares med blyant, fordi eleverne oplever at der er gjort 
mere ud af testen. Desuden lavede vi testen online for at gøre det lettere for eleverne, at håndtere testen, 
da mange af vore elever har vanskeligt ved at skrive i hånden. Eleverne havde mulighed for at svare på 
spørgsmålene på samme måde, som de havde kunnet, hvis de havde skullet svare på papir med blyant, idet 
der i spørgsmål med tekstsvar var indsat tekstfelter, hvor eleverne kunne skrive deres forklaring. Havde 
eleverne behov for yderligere forklaringer i form af figurer eller grafer havde de papir til rådighed, denne 
mulighed benyttede vore elever sig dog ikke af.  
Spørgsmålene blev enten skrevet direkte i Google Formulars eller kopieret. De spørgsmål der blev kopieret 
var spørgsmål, hvor der for eksempel indgår 
1
𝑁
  , se Figur 1, da man ikke kan skrive dette i Google Formulars.  
Figurer blev ligeledes kopiret og sat ind.  
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FIGUR 1 - EKSEMPEL FRA GOOGLE FORMULARS 
Når man opretter spørgeskemaer i Google Formulars, får man sine resultater direkte i Excel. Således undgik 
vi de fejl, som kan opstå når resultater skal overføres fra et medie til et andet.  
I delrapport 1 og 2 foregik optællingen ved, at vi farvede felterne med de rigtige svar i den samme farve, se 
Figur 2, og de farvede felter blev sammentalt ved hjælp af en makro. 
 
FIGUR 2 - EKSEMPEL PÅ TO ELEVERS TESTRESULTATER I DELRAPPORT 1 
På denne måde kunne vi nemt danne os et overblik over elevernes besvarelser og optællingen foregik 
automatisk, så snart de rigtige svar var farvet. 
I delrapport 3 skelnede vi mellem om svarene var rigtige, delvis rigtige (for eksempel uden begrundelse) eller 
forkerte (og ikke besvaret). Her brugte vi tre farver, se Figur 3 
 
FIGUR 3 - EKSEMPEL PÅ TRE ELEVERS TESTRESULTATER I DELRAPPORT 3 
Hver farve blev sammentalt for sig, og hermed blev vi i stand til at danne os et overblik over elevernes 
resultater. 
Når eleverne blev testet, blev det tydeligt understreget at de ikke skulle gætte, og at resultaterne ikke ville få 
indflydelse på deres standpunktskarakter. Eleverne fik af vide, at vi (deres lærere) skulle bruge resultaterne 
til en opgave, og at resultaterne blev sendt til en professor. 
  9/204 
 
Eleverne var under opsyn når de blev testet, for at undgå de brugte hjælpemidler og kommunikerede med 
andre. Detektionstestene tog mellem 1 og 2 timer.  
I delrapport 2 fandt vi behov for en yderligere test, idet vi ønskede at teste om eleverne var i besiddelse af 
en generelt logisk kompetence. 
Man skal være opmærksom på ”Selv om testen, for en elev som er blevet ”detekteret” af den, kan give nogle 
første vigtige indikationer af, hvor en efterfølgende diagnose af de matematikspecifikke 
læringsvanskeligheder kunne sætte ind, er testen ikke en diagnosetest. Der skal et selvstændigt 
diagnoseforløb til for at afdække de kilder, der egentlig kan gøres ansvarlige for de observerede 
læringsvanskeligheder.” (ord, som er angivet med fed er kursiveret i (Niss, 2015 januar, p. 2)). 
Der kan være mange forklaringer på forkerte svar i en detektionstest. For at få afdækket hvori 
vanskelighederne bestod, måtte vi foretage en diagnosticering. Det blev i løbet af uddannelsen tydeligt for 
os, at detektionstestene ikke kan stå alene. 
Trin to: Diagnosticering 
I hver delrapport udvalgte vi, på baggrund af den stillede detektionstest, nogle elever til videre 
diagnosticering. Som hovedregel udvalgte vi elever der var fagligt svage i detektionstesten. Efter 
detektionstesten blev der hver gang afholdt små interviews med de udvalgte elever, hvor dele af 
detektionstesten blev gennemgået sammen med eleverne. Interviewene er blevet filmet eller optaget via en 
Smartpen og dele af disse interviews er senere transskriberet. Transskriberingerne har fungeret som 
dokumentation i vores delrapporter. Når man til dagligt skal arbejde som matematikvejleder vil man ikke 
foretage denne transskribering. 
På EUX og HHX var udvalgte spørgsmål fra detektionstesten printet ud inden interviewene gik i gang. På HTX 
var både spørgsmål og elevens svar printet ud som samtaleemne. Vi formede interviewene individuelt 
således at de passede til både elev og vejleder. Det er vigtigt at vejlederen er komfortabel med situationen, 
for hvis vejlederen er usikker påvirker det eleven.  
Som afrunding på diagnosticeringen har vi i hver delrapport opsummeret diagnoserne i et 
diagnosticeringsskema. Dette skema har vi haft stor gavn af undervejs. Ved hjælp af dem har vi kunnet 
bevare fokus på de diagnoser vi har stillet. Disse skemaer vil også være en stor hjælp i det daglige virke som 
matematikvejleder. Hvis man vejleder flere elever samtidig, vil det være en metode til at holde de forskellige 
elevers matematiklæringsvanskeligheder adskilt. 
Under interviewene har det været vanskeligt for os at undgå en vis intervention. Det kan være vanskeligt 
ikke at hjælpe eleverne når de sidder fast. Alene det at få italesat, hvor matematiklæringsvanskelighederne 
ligger kan føre eleven videre i sin læring. Sker det ”har diagnosticeringen altså også virket som intervention” 
(Niss, 2015 februar, p. 4). Det er vigtigt at være opmærksom på, at diagnosticeringen er analytisk og kommer 
før interventionen. ”Fra et analytisk synspunkt er diagnosticering kendetegnet ved sit formål: At finde frem til 
det eller de symptomer der giver anledning til de observerede symptomer på læringsvanskeligheder” (Niss, 
2015 februar, p. 4). 
Specielt i delrapport 1 var det vanskeligt at undgå intervention i diagnosticeringsfasen. Efterhånden som vi 
fik øvet os oplevede vi, at vi intervenerede mindre, men vi undgik det ikke helt, netop fordi eleven fik italesat 
sine matematiklæringsvanskeligheder. Det er ikke et mål i sig selv at undgå intervention under 
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diagnosticeringen, men man skal identificere matematiklæringsvanskelighederne inden man begynder at 
intervenere, for at interventionen bliver så effektiv som muligt. 
Diagnosticeringsfasen skal forsøge at svare på tre spørgsmål:  
(1) ”Kan denne elevs observerede symptomer på matematiklæringsvanskeligheder henføres til et eller 
flere kendte syndromer? Kan ét af disse syndromer eventuelt udpeges som det hovedansvarlige for 
symptomerne, fx fordi det er mere grundlæggende end de øvrige?” (Niss, 2015 februar, p. 2).  
Vi oplevede i alle tre delrapporter, at vi godt kunne udpege nogle af de syndromer der var ansvarlig for de 
udvalgte elevers matematiklæringsvanskeligheder. I delrapport 1, diagnosticerede vi for eksempel to elever 
med følgende syndromer ” Begge elever har en dårlig instrumentel forståelse af ligningsløsning. (Skemp, 
1976). EUX20 kan ikke regne med potenser og EUX24 har desuden dårlig instrumentel forståelse af symboler. 
I forhold til symbol- og formalismekompetencen er EUX20 og EUX24 heller ikke i stand til at anvende tal og 
specielt ikke symboler præcist. De har derfor svært ved at formidle forhold af matematisk karakter i et 
præcist matematisk symbolsprog.”, se Tabel 3 - Diagnosticeringsskema EUX2 side 52. Det har været 
vanskeligt for os, at udpege det hovedansvarlige syndrom, fordi der ofte har været mange syndromer. Det er 
vores forventning at efterhånden som vi har diagnosticeret flere elever, vil vi blive i stand til at udpege det 
hovedansvarlige syndrom.  
(2) ”Hvis ikke symptomerne kan henføres til kendte syndromer, må der jo være tale om et nyt syndrom. 
Hvad er dets karakteristika, og hvordan er det forbundet med kendte syndromer?” (Niss, 2015 
februar, p. 2) 
Vi har ikke identificerede nye syndromer i vores diagnosticeringer. 
(3) ”Uanset hvilke syndromer, der findes at være på færde, hvad er så årsagerne til, at de er opstået hos 
denne elev? Som det er tilfældet med medicin, vil man ofte i daglig sprogbrug omtale 
syndromet/syndromerne bag symptomerne som deres årsag, skønt de jo ikke i sig forklarer hvorfor 
syndromet/syndromerne er opstået.” (Niss, 2015 februar, p. 2) 
Årsagerne bag de syndromer vi har fundet, har vi ikke kunne identificere. Vi har heller ikke brugt tid på at 
identificere årsagerne.  
Vi oplevede i alle tre delrapporter, at vi har kunnet diagnosticere eleverne, men vi oplevede også at enkelte 
elever havde så mange matematiklæringsvanskeligheder, at det var vanskeligt at designe en effektiv 
intervention.  
Trin tre: Intervention 
Interventionen har til formål at afhjælpe de syndromer der er identificeret under diagnosticeringen. 
Interventionens formål er altså ”At afstedkomme læringsmæssige fremskridt.” (Niss, 2015 februar, p. 4) 
Vi har i den første delrapport valgt kun at intervenere de elever som vi udvalgte, fordi vi på den måde kunne 
have fokus på de udvalgte elever og dermed bedre kunne sikre læringsmæssige fremskridt. Her valgte vi 
samtale med de udvalgte elever som intervention. 
I delrapport 2 og 3 valgte vi klasserumsintervention. Delrapport 2 og 3 handlede om henholdsvis matematisk 
ræsonnement og modelleringskompetencen, to kompetencer vi oplevede at hovedparten af vore elever har 
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svært ved. Derfor mente vi, at samtlige elever ville have gavn af en intervention. Klasserumsinterventionerne 
bestod af interventionssessioner i form af øvelser i klasserummet.  
Det er vigtigt at designe interventionen til hver enkelt elev, da den enkelte elevs matematiklærings-
vanskeligheder netop er individuel. Hvis der var der en generel opskrift ville vi benytte denne i den daglige 
undervisning. I delrapport 2 og 3 har vi blandt andet brugt klasserums intervention. Nogle snublesten kan 
med fordel behandles i plenum i forbindelse med den daglige undervisning, eller i forbindelse med særlige 
gruppeinterventioner eller deslige. I den type interventioner er det dog stadig vigtigt at eleven med 
snublesten er i fokus, og sessionen er designet med eleven(eller snublestenen) i mente. 
Arbejdet med interventionerne har bevirket, at vi fået udvidet vores undervisningskompetence. Vi er blevet 
mere bevidste om, at udtænke, tilrettelægge og gennemføre konkrete undervisningsforløb med mål, som 
også tilgodeser elevers snublesten.  
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Teoretisk refleksion i forhold til matematikvejledning 
I forbindelse med vores uddannelse til matematikvejledere er vi blevet præsenteret for matematikdidaktisk 
litteratur, indenfor de tre temaer vi har beskæftiget os med. De tre temaer er ”Begreber og begrebsdannelse 
i matematik”, ”Ræsonnementer og bevisførelse i matematik” samt ”Modeller og modellering i matematik”.  
Der har været litteratur, som beskæftigede sig med et lille hjørne af matematikken, som (Markovits & 
Sowder, 1991) der omhandler en mere basal talforståelse, specielt sammenhængen mellem brøker og 
decimaltal. (Markovits & Sowder, 1991) læste vi i første semester under det overordnede tema ”Begreber og 
begrebsdannelse i matematik”. Teksten er en blandt flere tekster vi har fået udleveret om talbegrebet. 
Der har også været litteratur af mere generel karakter, som har introduceret os til mange nye begreber. I 
(Tall & Vinner, 1981) blev vi introduceret til begrebsbillede og begrebs definition. (Sfard, 1991) 
introducerede os blandt andet til begreberne internalisering, kondensering og reificering. Gennem artiklen af 
(Duval, 2006) fik vi udvidet vores ordforråd med mange begreber, for eksempel conversion, treatment, 
multifunktionelt register og diskursivt register. Beliefs fra (Op't Eynde, et al., 2003) og (Shoenfeld, 1992), 
didaktisk kontrakt (Brousseau, 1997) og socio-matematiske normer (Yackel & Cobb, 1996). Listen kunne 
fortsættes. 
Vi har fået et sprog, som gør det muligt for os, at reflektere over vores daglige matematikundervisning på et 
højere taksonomisk niveau end vi før har kunnet. Vi har i høj grad fået styrket vores professionelle 
udviklingskompetence gennem læsningen af denne matematikdidaktiske litteratur. Mange af disse nye 
begreber bruger vi, når vi skal beskrive en elevs matematiklæringsvanskeligheder, for eksempel når vi skal 
beskrive om en elev kan foretage conversion eller treatment.  
Andre begreber har fået os til at ændre praksis i den daglige undervisning. Introduktion til begreberne 
Beliefs, didaktisk kontrakt og socio-matematiske normer, har gjort at vi er blevet meget mere bevidst om 
vigtigheden af vores ageren i klasserummet.  
Fordi vi oplever at vores introduktion til begreberne Beliefs, didaktisk kontrakt og socio-matematiske normer 
har fået os til at ændre vores daglige praksis, vil vi her komme ind på disse begreber. Vi vil beskrive og 
reflektere over begreberne. 
I gymnasieskolen er der desuden et eksisterende teoretisk begrebsværktøj, navnlig de otte matematiske 
kompetencer. Vi vil også reflektere over disse begreber, og hvordan de indirekte har været i spil gennem de 
tre delrapporter. 
De otte matematiske kompetencer 
I dette afsnit vil vi reflektere over, hvordan de otte matematiske kompetencer har spillet ind i de tre 
delrapporter, og særligt i forbindelse med eleverne HHX9 og HHX20. De otte kompetencer er henholdsvis 
Tankegangskompetencen, Problembehandlingskompetencen, Modelleringskompetencen, 
Ræsonnementskompetencen, Repræsentationskompetencen, Symbol- og formalismekompetencen, 
Kommunikationskompetencen og Hjælpemiddelkompetencen. Da kompetencerne antages at være 
velkendte vil indholdet af de enkelte kompetencer ikke blive gennemgået, for en detaljeret gennemgang 
henvises til KOM-rapporten (Niss & Jensen, 2002, pp. 43-66). 
Kernekompetencerne i matematik kan opfattes som bladene i en blomst, se Figur 4. Bladene overlapper 
hinanden, og det gør det ofte vanskeligt at arbejde med en kompetence i dens ”rene” form. Man opdeler 
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ofte kompetencerne i to hovedgrupper; en der handler om spørgsmål og svar i og med matematik, og en der 
beskæftiger sig med brug af sprog og redskaber i faget, opdelingen kan ses af figuren.  
 
 
FIGUR 4 – KOMPETENCEBLOMSTEN (NISS, 2014) 
Kompetencerne kan desuden komme i spil både passivt og aktivt. Ved dette forstås, som oftest, forskellen 
på at forstå (dele af) kompetencen, og være i stand til aktivt at anvende den. Ved tankegangskompetencen 
kan en passiv anvendelse for eksempel være evnen til at skelne mellem en definition og en sætning, uden 
måske aktivt selv at kunne formulere selv samme. 
Ved evaluering af elevernes HHX9 og HHX20 besiddelse af kompetencerne gennem hele vejledningsforløbet 
benyttes nedenstående 3-dimensionale beskrivelse: Dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau: 
En kompetences dækningsgrad hos en person benyttes til at betegne i hvor høj grad de aspekter, som 
karakteriserer kompetencen, er dækket hos den pågældende, det vil sige hvor mange af disse aspekter, 
personen kan aktivere i forskellige foreliggende situationer, og med hvor høj grad af selvstændighed 
aktiveringen kan ske.  
En kompetences aktionsradius hos en person udgøres af det spektrum af sammenhænge og situationer 
personen kan aktivere kompetencen i. Det drejer sig først og fremmest om sammenhænge og situationer, 
der er bestemt af matematiske emneområder, men også om sammenhænge og situationer der er bestemt af 
problemstillinger og udfordringer. 
En kompetences tekniske niveau hos en person bestemmes af, hvor begrebsligt og teknisk avancerede 
sagsforhold og værktøjer personen kan aktivere den pågældende kompetence overfor. 
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En elev vil forventes at udvikle sig med tiden i forhold til besiddelsen af kompetencen, en illustration heraf 
ses på Figur 5. 
 
FIGUR 5 - VISUEL FREMSTILLING AF PROGRESSION I EN PERSONS BESIDDELSE AF EN MATEMATISK KOMPETENCE 
(NISS & JENSEN, 2002, P. 128) 
 
Refleksion over eleven HHX9 
HHX9 blev udtaget til at deltage i vejledningsforløbet, da han havde svært ved matematik. Han var ikke i 
stand til at regne korrekt i situationer, hvor der kun optræder to- eller trecifrede hele tal. Ligeledes var han 
heller ikke i stand til at håndtere anvendelse af matematik i dagligøkonomi og han havde mange ”huller” fra 
grundskolens matematik.  
I delrapport 1 efter diagnosticeringen af eleven HHX9, kunne vi konkludere at eleven havde svært ved at 
oversætte mellem symbol og daglig sprog, ved at løse symbolholdige ligninger, samt havde problemer med 
fortegn, hvilket antyder en svag dækningsgrad i forhold til symbol- og formalismekompetencen. 
Eleven udviste især problemer med fortegn i særlige sammenhænge, blandt andet med ”usynlige” fortegn 
og når der var behov for at gange med minus på begge sider af et lighedstegn. I andre tilfælde var der dog 
ikke problemer, hvilket antyder både en begrænset aktionsradius, men også et begrænset teknisk niveau. 
Elevens snublesten i forhold til blandt andet eget begrebsbillede omkring symbolet minus virkede 
hæmmende i forhold til en udvikling af symbol- og formalismekompetencen.  
I delrapport 2 efter diagnosticeringen af eleven HHX9, kunne vi konkludere at eleven har et empirisk 
bevisskema, har det svært når den didaktiske kontrakt brydes, samt eleven er af den opfattelse at matematik 
mest af alt er udenadslære. Her kommer der pludselig mange overlappende matematik kompetencer i spil, 
blandt andet en svag dækningsgrad i forhold til tankegangskompetencen i form af en manglende evne til at 
forstå hvilke type svar der ønskes. Et lavt teknisk niveau i forhold til kommunikationskompetencen, idet 
eleven kun kan formidle sig klart matematisk i simple problemstillinger, samt en begrænset aktionsradius i 
mange af de øvrige matematiske kompetencer, da eleven har behov for meget velkendte sammenhænge og 
situationer for at kunne begå sig. Eleven udviser dog en hvis passiv besiddelse af 
ræsonnementskompetencen, i forhold til at kunne forstå ideen bag simple beviser, uden dog selv at kunne 
gengive dem på egen hånd. 
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Vores vurdering var, at eleven har snublesten i forhold til elevens Beliefs og socio-matematiske normer, der 
begrænser udviklingen af de matematiske kompetencer, se også afsnittene (senere) REF. 
I delrapport 3 under diagnosticeringen, optrådte mange af de førnævnte problemer igen. Da der er store 
overlap mellem de matematiske kompetencer, og i særdeleshed mellem modelleringskompetencen og de 
øvrige matematiske kompetencer, giver elevens problemer med de andre matematiske kompetencer udslag, 
især i forhold til matematisering og analysering/strukturering af problemet i modelleringscyklussen. I 
struktureringen virker det især til at det er overlappet med symbol- og formalismekompetencen, der volder 
HHX9 vanskeligheder. 
I interventionssessionerne i de respektive delrapporter, forsøges HHX9’s snublesten at blive ”behandlet”. 
Eleven viser en del forbedring i forhold til de respektive snublesten, men der er ikke klare og tydelige 
forbedringer i forhold til de matematiske kompetencer. HHX9 udviser en større selvstændighed i forhold til 
de problemer eleven støder på, og forsøger sig (nogen gange med held, nogen gange uden) med mere 
komplicerede problemer end før, hvilket indikerer end begyndende voksende dækningsgrad og teknisk 
niveau i flere af matematik kompetencerne. 
Men da snublestenene anseeligt står i vejen for udviklingen af matematik kompetencerne, så er det måske 
ikke så underligt at det tager lidt tid fra snublestenene forsvinder, til det er muligt at begynde at udvikle de 
matematiske kompetencer. 
Refleksion over eleven HHX20 
Eleven HHX20 var i søgelyset som potentiel deltager allerede inden første detektionstest blev afholdt. Eleven 
er en del ældre end sine klassekammerater og klarer sig generelt godt i sine fag, men eleven formår ikke at 
få sin ekstra livserfaring til at slå igennem i matematik. Eleven er motiveret, og har udvist interesse for at 
ville forbedre sig. I den første detektionstest svarede eleven ikke rigtig på et eneste spørgsmål der 
omhandlede funktioner, og det virkede derfor ekstra åbenlyst at inkludere eleven i forløbet. 
I løbet af interviews i første delrapport blev det klart, at eleven bestemt ikke var glad for udtryk med 
symboler og særligt udtryk hvor konstanter er udtrykt med bogstaver. I løbet af det første interview siger 
eleven endda ”Nej jeg forstår ikke det der med a og b. Kan vi ikke prøve med nogle tal?” . Elevens 
kompetence inden for symbol- og formalisme virker ikke særligt udviklet. Eleven har snublesten både i 
forhold til håndtering af symbolerne i form af konstanter, 𝑎 + 𝑏 bliver til 𝑎𝑏 for eksempel, men også 
minustegnet og parenteser volder problemer. 
HHX20 er derimod i stand til at løse simple ligninger hvor x skal findes. Eleven har en instrumentel forståelse 
på trods af sine snublesten, hvilket antyder et vist teknisk niveau inden for symbol- og 
formalismekompetencen, men snublestenene virker hæmmende for udviklingen af dækningsgrad og 
aktionsradius. 
I delrapport 2 fandt vi ud af, at HHX20 gerne vil argumentere for sine besvarelser, men at han ofte havde 
svært ved det. Elevens generelle kommunikationskompetence virker ganske veludviklet, men det tekniske 
niveau er ikke særligt højt. Dette kommer især til udtryk når der er overlap med de andre matematiske 
kompetencer, og i særdelshed med symbol- og formalismekompetencen. 
I delrapport 3 kom det frem, at HHX20 havde problemer med registerskift, hvilket er koblet direkte til 
repræsentationskompetencen. Eleven er i stand til at angive en række forskellige repræsentationer for en 
given problemstilling, men eleven er ikke i stand til at kæde de producerede repræsentationer sammen. 
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Dette tolker vi, at eleven har en forholdsvis veludviklet aktionsradius i forhold til 
repræsentationskompetencen, men en meget lav dækningsgrad. 
I interventionssessionerne blev der arbejdet med HHX20’s snublesten, og fornemmelsen fra lærerens side 
er, at det er fremgang at spore, selvom de afsluttende test måske ikke er så opløftende, som man kunne 
håbe. Dog er det ikke så underligt at fremgangen måske er svær at måle når nogle af snublestenene ligger i 
meget fundamentale dele af matematikken, såsom betydningen af minustegnet og parenteser. Det er dog 
forhåbningen at elevens kompetencer kan udvikle sig når snublestenene gradvist bliver elimineret gennem 
videre vejledning. Dette skal særligt ses i lyset af, at eleven virker til at have udviklet en eller to af 
dimensionerne i langt de fleste af de otte matematiske kompetencer, men at snublestenene står i vejen for 
udvikling i den sidste dimension. Desuden er der problemer med overlappet af matematik kompetencerne. 
Det volder udfordringer når flere af de matematiske kompetencer bringes i spil samtidig. Samlet er der dog 
en forhåbning om at udviklingen kan ske forholdsvis hurtigt, når de værste snublesten er ryddet af vejen. 
Beliefs i matematik 
Som matematiklærere har vi altid været bevidste om, at elevernes forestillinger og holdninger til matematik 
har indflydelse på hvordan de modtager undervisningen. For eksempel om eleverne synes matematik er et af 
de bedste fag eller blandt de værste fag. Gennem vores uddannelse til matematikvejledere har vi stiftet 
bekendtskab med begrebet Beliefs. Vi har som matematiklærere fået styrket vores 
læringsafdækningskompetence, idet vi er blevet bedre til, på klassen, at tale med eleverne om deres 
forestillinger og holdninger til matematik.  
En elevs Beliefs, er den subjektive opfattelse den enkelte elev har i forhold til dem selv som 
matematikelever, omkring matematikuddannelsen og omkring matematikken i klasserummet. 
Mange af de elever, man som matematikvejleder skal hjælpe, har gennem deres skoleuddannelse gang på 
gang lidt nederlag i matematik. De kan derfor have ringe tillid til deres egne evner som matematikelever. 
Disse elever kan have fået Beliefs der gør, at de næsten blokerer når de skal lære matematik. De opgiver på 
forhånd. Dette forhold er man som matematikvejleder nødt til at tage i betragtning, når man skal vejlede 
disse elever, ellers flytter vejledningen ikke eleverne.  
Man kan godt flytte elevernes Beliefs. En af de elever vi har vejledt, HHX9, har ændret sine Beliefs fra 
delrapport 2 til delrapport 3. I delrapport 2 havde eleven følgende Belief ”Der er kun en rigtig måde at løse 
et problem på – oftest det som læreren sidst har demonstreret for klassen”. I delrapport 3 giver vi eleverne 
en afsluttende test og her afkrydser HHX9 ikke dette Belief.  
På trods af, at HHX9 har flyttet sig under vejledningen har han desværre det Belief at ”Almindelige elever kan 
ikke forventes at forstå matematik, de kan kun forventes at lære det udenad og så bruge det uden egentlig at 
forstå det” efter at være vejledt gennem alle tre delrapporter. Det til trods deltager han mere aktivt i 
undervisningen end før forløbet.  
Didaktisk kontrakt  
Begrebet didaktisk kontrakt stiftede vi bekendtskab med gennem en tekst af Brousseau (Brousseau, 1997). I 
(Brousseau, 1997) defineres den didaktiske kontakt ved følgende: I en undervisningssituation forberedt og 
gennemført af læreren, løser eleverne de opgaver, som de får fra læreren ved en metode der er 
underforstået af læreren. Altså sættet af lærerens adfærd forventet af den enkelte elev og sættet af den 
enkeltes elevs adfærd forventet af læreren. Derfor vil hver enkelt klasse og dens lærer have deres egen 
didaktiske kontrakt. 
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Den didaktiske kontrakt er ofte et resultat af en implicit ‘forhandling’ mellem lærer og elever i en given 
klassesammenhæng. At den didaktiske kontrakt ofte bare er antydet, og ikke italesat eksplicit, tror vi skyldes 
at de færreste lærere er bevidste om den didaktiske kontrakt og dens betydning for elevernes læring.  
Gennem uddannelsen til matematikvejledere er vi blevet bevidstgjorte om den didaktiske kontrakts 
betydning for den enkelte elevs læring. Både vores undervisningskompetence og vores 
lærerafdækningskompetence er blevet styrket i forbindelse med bevidstgørelsen af den didaktiske kontrakt. 
Vores undervisningskompetence, idet vi er blevet i stand til at udtænke, tilrettelægge og gennemføre 
undervisningsforløb, hvor vi er bevidste om hvorvidt vi, som lærere vil opretholde eller bryde den didaktiske 
kontrakt. Vores lærerafdækningskompetence, idet vi er blevet bedre til at forstå og fortolke den enkelte 
elevs reaktion i en given læringssituation.  
I en given situation kan man vælge at ‘bryde kontrakten’. Hvilke konsekvenser det har, kan man ikke 
forudsige, da dette i nogen grad relaterer sig til viden eleverne endnu ikke besidder.  
I forbindelse med temaet ”Ræsonnementer og bevisførelse i matematik” fik alle vore elever udleveret linket 
til den detektionstest som hører til temaet. Denne test var EUX klassens første egentlige møde med beviser i 
matematik. Klassen oplevede uden tvivl, at der var sket et brud på den didaktiske kontakt. EUX30 udtalte, 
efter at have kigget ca. 10 minutter på spørgsmålene, ”nu føler jeg mig for alvor dum” og ”jeg dropper ud”.  
Bruddet på den didaktiske kontrakt var for stort, til at eleverne kunne håndtere det. For at undgå eleverne 
fik etableret Beliefs, om at de ikke forstår matematik, fik de hjælp til at komme i gang med opgaverne. 
Normalt når man opskriver talrækker skriver man det mindste tal først. Vi stillede eleverne en opgave, hvor 
de skulle ordne fire tal i rækkefølge med det største tal først. HHX9 opdagede ikke dette brud på den 
didaktiske kontrakt, idet han opstillede tallene med det mindste tal først. HHX20 opdagede at kontrakten var 
brudt og skrev tallene op med det største tal først. 
HTX29 har en bestemt opfattelse af ligninger ”da det er en ligning og vi altid skal finde en x.” Hvilket 
bevirker, at når vi stiller ligninger som 38𝑥 + 72 = 38𝑥, så brydes den didaktiske kontrakt, som HTX29 
mener der er indgået. 
Villighed til at lære medfører at eleven i nogen grad må afvise kontrakten, og dermed bryde den, og selv 
bemægtige sig problemet på en mere autonom vis. Læring handler ikke nødvendigvis om at overholde den 
didaktiske kontrakt, men om at bryde den og foretage justeringer. For store brud kan dog medføre sine egne 
problemer som illustreret ovenfor. 
Socio-matematiske normer  
I (Yackel & Cobb, 1996) blev vi præsenteret for begrebet ”socio-matematiske norm”. Det er normer, der er 
unikke for matematiske aktiviteter i klasseværelset. De socio-matematiske normer er retningsgivende for 
hvad der i klasseværelset er matematisk forskelligt, raffineret, effektivt, elegant og hvad der er en acceptabel 
matematisk forklaring og begrundelse.  
Der er forskel på sociale normer og socio-matematiske normer. Det er for eksempel en social norm, at elever 
skal forklare deres løsning og fremgangsmåde, men forståelsen af hvad der tæller som en god matematisk 
forklaring er en socio-matematiske norm. 
Det er vigtigt, at man som lærer er bevidst om at disse socio-matematiske normer bliver etableret, således at 
man kan være medvirkende til at skabe et godt læringsmiljø til gavn for både elever og lærer. Vi er gennem 
dette uddannelsesforløb blevet meget mere bevidste om vores rolle i etableringen af de socio-matematiske 
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normer. Vi har fået styrket vores læringsafdækningskompetence, idet vi er blevet bedre til at forstå 
elevernes forestillinger om og holdninger til matematik, og hvordan det påvirker deres læring. 
Vi er blevet bevidste om, hvor vigtigt det er at etablere en spørgende matematikundervisning, hvor eleverne 
bliver vant til at skulle argumentere matematisk for deres løsninger, således at det ikke kun er facit der 
tæller. Gennem en spørgende matematikundervisning vil eleverne lære, hvad der tæller som acceptabel 
matematisk forklaring og begrundelse. Hvis vi som lærere spørger efter flere svar fra eleverne, og får 
forskellige forklaringer på, hvordan den enkelte elev har opnået svaret, vil lærerens reaktion på de 
forskellige svar, fremme elevernes ræsonnementskompetence, idet eleverne lærer, hvad der tæller som en 
acceptabel matematisk forklaring og begrundelse. Eleverne lærer også, at man kan komme frem til det 
samme resultat via mange forskellige mere eller mindre raffinerede fremgangsmåder. 
Samtidig sker der megen læring, når elever forsøger at forstå andres forklaringer, og når de sammenligner 
forskellige forklaringer og skal tage stilling til forskellene. I HHX-klassen er eleverne vant til, at det ikke kun er 
læreren, der retter hjemmeopgaverne. Eleverne skal også rette hinandens hjemmeopgaver. Når eleverne 
efter en uge, får deres hjemmeopgave retur, og de ikke kan forklare deres sidekammerat, hvordan de har 
regnet en given opgave, kan de godt gennemskue, at deres forklaring ikke har været matematisk acceptabel. 
På denne måde er det elevernes egen refleksion der gør, at de i næste hjemmeopgave argumenterer lidt 
bedre for deres løsningsmetode. Der sker langt mere læring på denne måde, end hvis det kun var læreren 
som rettede hjemmeopgaverne.  
Vi er blevet mere bevidste om, at lade eleverne komme med forklaringerne. Ligesom vi er blevet mere 
bevidste om, hvad vi kan forvente af eleverne, og hjælpe eleverne til at forstå, hvad vi forventer af dem.  
Fordi de socio-matematiske normer bliver etableret i klasseværelset, vil de variere fra et klasseværelse til et 
andet. Som lærer spiller man en afgørende rolle i etableringen af gode socio-matematiske normer. 
Et eksempel på en ændring i socio-matematisk norm ser vi hos HHX9. At HHX9 har deltaget i forløbet, gør at 
han deltager mere aktivt i den daglige undervisning. På trods af sit Belief om at han ikke kan forventes at 
forstå matematikken, stiller han til stadighed spørgsmål. Han vil gerne forstå matematik. De andre elever i 
klassen oplever, at HHX9 er noget særligt fordi han har deltaget i vejledningsforløbet, og derfor lytter de når 
HHX9 stiller spørgsmål - og de lytter til svaret. Havde HHX9 ikke været en del af vores uddannelse til 
matematikvejledere, havde han formodentlig været en af de elever der ikke deltager i 
matematikundervisningen, men som bare skal have matematik overstået, og de andre elever havde ikke på 
samme måde hørt efter når der blev spurgt.  
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Matematikvejlederens arbejdsopgaver 
Vi vil her komme med forslag til hvilke arbejdsopgaver en matematikvejleder kunne tænkes at have. Det skal 
nævnes, at det ikke ligger fast hvor mange ressourcer vores respektive skoler vil bruge på 
matematikvejledning.  
 Samarbejde med skolens øvrige matematiklærere omkring hvilke elever der skal hjælpes 
 Samarbejde med skolens øvrige naturvidenskabelige og økonomi lærere omkring hvilke elever der 
skal hjælpes 
 Detektion, diagnose og intervention på udvalgte elever 
 Udarbejdelse af materiale til detektion og intervention 
 Deltagelse i lektiecafé 
 Yde matematikhjælp til elever der har været fraværende i en længere periode 
 Samarbejde med studievejledere og kontaktlærere om hvilke elever de har øje på 
 Samarbejde med læsevejleder om bl.a. læsestrategier 
 Deltage i netværk med andre matematikvejledere 
 Deltage i to-dages seminar med vejleder netværk 
Det forpligtende samarbejde man som matematikvejleder, kommer til at indgå i, både med fagkollegerne og 
med kollegerne i andre fag, omkring elever med matematikvanskeligheder vil udvide vores 
samarbejdskompetence. Samtidig bliver vores professionelle udviklingskompetence også udvidet, idet 
samarbejdet gør at man kommer til at indgå i, og forholde sig til, aktiviteter som kan tjene til udviklingen af 
egen og kollegaers faglige, didaktiske og pædagogiske kompetence. Gennem samarbejdet skal man ligeledes 
kunne reflektere over afviklet matematikundervisning og diskutere denne med fagkolleger. 
De første fire punkter vil blive varetaget i det daglige virke, når man fungerer som matematikvejleder.  
Deltagelse i lektiecafé og hjælp til elever der har været væk i en længere periode, kan godt foregå 
uafhængigt af de andre opgaver en matematikvejleder har. 
Det vil være godt, hvis der kan etableres et samarbejde med studievejledere, kontaktlærere og læsevejleder, 
men hvis ressourcerne ikke rækker til ”hele pakken”, vil det formodentlig være dette samarbejde der bliver 
valgt fra. 
Deltagelse i netværk og seminarer vil udvide vores professionelle udviklingskompetence. Ved at være 
medlem af Matematikvejlederforeningen vil vi kunne holde os á jour med nye tendenser, nye materialer og 
ny litteratur på området.  En løbende ajourføring og sparring med andre uddannede matematikvejledere vil 
ligeledes sørge for at vejledningen forbliver på elevernes (snublesten’s) præmisser, og ikke med tiden bliver 
en standardiseret pakkeløsning. 
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Indledning 
Faget matematik er en obligatorisk del af alle gymnasiale uddannelser, dog er der stor forskel på elevernes 
forudsætninger, når de starter på deres gymnasiale uddannelse. Vi ser, som lærere, en tendens til, at der er 
forskel på elevernes kompetencer i de forskellige gymnasiale uddannelser.  
Som lærere har vi baggrund i undervisning på både EUX, HHX og HTX, og vi finder det derfor naturligt at tage 
udgangspunkt i alle tre uddannelsestyper. Som udgangspunkt har vi betragtet en EUX-klasse og en HHX-
klasse, begge fra Slotshaven Gymnasium, og en HTX-klasse fra CPH-West. 
For alle tre uddannelser tages der i bekendtgørelsen udgangspunkt i de 8 matematiske kernekompetencer 
beskrevet i KOM-rapporten (Niss & Jensen, 2002), se Figur 6. 
 
FIGUR 6 - KOM-BLOMSTEN (NISS, 2014) 
 
EUX-klassen har matematik på C-niveau i grundforløbet ifølge EUD grundfagsbekendtgørelsen, når eleverne 
skifter over på hovedforløbet, har man på Slotshaven valgt, at de skal have matematik på A-niveau ifølge 
HTX-bekendtgørelsen, og ikke kun matematik på B-niveau, som ellers er obligatorisk. HHX-klassen har 
matematik på B-niveau i studieretningen, og ikke kun matematik på C-niveau, som er det obligatoriske 
niveau i HHX-uddannelsen. HTX-klassen har matematik på B-niveau som det obligatoriske ifølge HTX-
bekendtgørelsen. Vi har, som lærere, på forhånd været interesserede i elevernes forståelse af symboler. 
Nedenstående citater, der er uddrag af de faglige mål fra de respektive bekendtgørelser, tager primært 
udgangspunkt i symbol- og formalismekompetencen. 
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EUX C-niveau: Anvende tal og symboler samt kendte og ukendte formeludtryk præcist. Formidle forhold af 
matematisk karakter mundtligt og skriftligt ved vekslende anvendelse af et præcist matematisk symbolsprog 
og hverdagssproget. 
HHX B-niveau: Håndtere formler, herunder oversætte mellem matematisk symbolsprog og dagligt talt eller 
skrevet sprog, og kunne anvende symbolsprog til løsning af problemer med matematisk indhold. 
HTX B-niveau: Kunne formulere sig i og skifte mellem det matematiske symbolsprog og det daglige skrevne 
eller talte sprog. 
Udover ovenstående er det desuden vores fornemmelse, at blandt andet EUX-elever har vanskeligheder 
indenfor funktioner. På den baggrund ville vi i starten af vores projektforløb gerne undersøge om elevernes 
symbol- og formalismekompetence afhang af deres vanskeligheder indenfor funktioner. De første 
indledende tests viste dog hurtigt, at det ikke var muligt at arbejde videre med dette på en saglig måde. 
Eleverne havde desuden endnu vanskeligere ved symbol- og formalismekompetencen end vi havde 
forestillet os, så derfor har vi valgt at fokusere primært på denne kompetence i det følgende, med særligt 
hensyn til de fagligt svageste elever i matematik. 
Problemformulering 
Det har været vores formodning inden projektets start, at elever der starter på gymnasiet, og i særdeleshed 
de elever der starter på EUX, har vanskeligheder indenfor symbol- og formalismekompetencen, samt har 
problemer med funktionsbegrebet. Det er vores opfattelse, at symbol- og formalismekompetencen er dér, 
hvor der er størst problemer på tværs af uddannelsesretningerne, og derfor er oplagt som studie-fokus. Men 
hvorfor er det eleverne har så svært ved symbolerne og formalismen? Det kunne vi godt tænke os at 
undersøge nærmere, og derfor har vi primært fokus på symbol – og formalismekompetencen. Dog undgås 
det ikke at der kommer et vist overlap med blandt andet repræsentationskompetencen og 
kommunikationskompetencen, se Figur 6. Desuden vil fokus også ligge på de mere basale symboler, så som 
talsymboler og basale tegn i forbindelse med regneoperationer, samt nogle af de formelle sider indenfor 
elementær regning (Niss & Jensen, 2002). Dette fører os frem til følgende: 
Hvilke begrebslæringsvanskeligheder ligger til grund for de udvalgte elevers problemer med symbol- og 
formalismekompetencen? Er det de samme problemer de udvalgte elever har? 
Der vil være særlig fokus både i diagnosticering og intervenering på den ’passive’ del af kompetencen. 
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Matematisk begrebsteori 
For at skabe en fælles platform af matematisk begrebsdannelse, vil vi i dette afsnit præsentere en kort 
sammenfatning af de relevante tekster. Et mere gennemgående litteraturstudie kan læses i appendikset 
Litteraturstudie. 
Matematisk begrebsdannelse og begrebsbilleder 
Tall & Vinner (Tall & Vinner, 1981) indfører begreberne, ”Begrebsbillede” og ”Begrebs definition”,  
Tall & Vinner tager udgangspunkt i at begrebsbilledet er den samlede kognitive struktur der danner grundlag 
for ens begrebs definition, dvs. alle mentale billeder, tankeprocessor mm., der har lagt grundlaget for ens 
forståelse af et begreb. 
De bruger som eksempel, at de fleste børn introduceres til begrebet subtraktion i en tidlig alder, og oftest 
kun med positive tal. Dvs. det er barnets erfaring, at subtraktion altid formindsker svaret. For dette barn vil 
dette være begrebsbilledet.  Dette begrebsbillede kan så give problemer, når der f.eks. skal subtraheres med 
negative tal.  
Begrebs definition skal forstås som et ordsæt der definerer det omtalte begreb. Det kan være en række ord 
der er lært udenad, eller en dybere forståelse som man kan forholde sig til, og derved også opnå en dybere 
forståelse af begrebet. En lignende beskrivelse findes også i (Mitchelmore & White, 2004). Man kan derved 
have en individuel begrebs definition der er forskellig fra den formelle begrebs definition. 
At man har en godt begrebsbillede er ikke ensbetydende med at man har en god begrebs definition.  
Et andet vigtigt element (Tall & Vinner, 1981) er begreberne potentiel konflikt faktor, og kognitiv konflikt 
faktor. De er bedst illustreret ved et eksempel. F.eks. kan en elev have et begrebsbillede omkring reelle og 
imaginære tal, således at eleven vil svare at 2  er et reelt tal, hvorimod 2 0i   bliver betragtet som et 
imaginært tal. Dette kaldes en potentiel konfliktfaktor. Tall og Vinner beskriver at denne type konflikter nemt 
kan manifestere sig i underbevidstheden, og kun fremstå som en svag uro over svaret, og det er først meget 
senere, hvis overhovedet, at eleven opfatter det som en egentlig konflikt. 
En anden tilgang til den matematiske begrebsdannelse er beskrevet af Anna Sfard (Sfard, 1991). 
Sfard siger, at et matematisk begreb kan forstås på to måder: Strukturel og operationel. 
Strukturel forståelse af et matematisk begreb består i, at man opfatter begrebet som et abstrakt objekt. Med 
denne form for forståelse er matematiske begreber statiske strukturer, der i sig selv eksisterer, og som man 
kan tale om, som om de var fysiske størrelser. Strukturel forståelse af et matematisk begreb medfører, at 
man er i stand til at tænke på og arbejde med begrebet som et samlet hele uden at gå ned i detaljerne 
omkring en konkret udgave af begrebet. En strukturel forståelse af funktionsbegrebet medfører f.eks., at 
man kan arbejde med funktioner på et abstrakt plan uden hele tiden at knytte sit arbejde til en konkret 
funktion. 
Ved operationel forståelse af et matematisk begreb forstår man ikke begrebet som et abstrakt objekt, men 
derimod som en proces eller et produkt af en proces. Det er altså her de matematiske processer, som er 
knyttet til et matematisk begreb, der er i fokus. Ved en operationel forståelse af funktionsbegrebet vil en 
funktion f.eks. forstås som en handling, der fører fra et element til et andet. En operationel forståelse 
medfører, at matematiske begreber ikke opfattes som statiske begreber, der eksisterer i sig selv, men 
derimod som noget, der kun eksisterer, hver gang de relevante processer udføres. 
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Derudover medfører operationel forståelse en mere detaljeorienteret tilgang til de matematiske begreber, 
end strukturel forståelse gør. Da det er processerne bag de matematiske begreber, som er i fokus ved en 
operationel forståelse, vil den naturlige tilgang til et matematisk begreb ved denne forståelse være at dykke 
ned i detaljerne i disse processer i stedet for at starte med at betragte begrebet som et samlet hele. 
Sfard gør meget ud af at pointere, at de to typer af forståelse ikke udelukker hinanden. De skal opfattes som 
de komplementerer hinanden. Lige så forskellige og inkompatible som disse to opfattelser måtte synes, er de 
ifølge Sfard komplementære; altså, to sider af samme sag – og dermed også uadskillelige når det gælder 
læring og forståelse af et matematisk begreb. 
Et matematisk begreb er for Sfard både en proces og et abstrakt objekt, hvilket betyder, at ens forståelse af 
et begreb ikke er fuldstændig, før man er i stand til både at forstå det operationelt og strukturelt.  
Sfard foreslår et ’forståelses’ hierarki som man må passere igennem på sin vej til at forstå et matematisk 
begreb: Internalisering, kondensering (fortætning) og reificering (tingsliggørelse). 
Internaliseringsfasen er den fase, hvor man lærer at udføre de processer, som senere hen i ens bevidsthed vil 
blive omdannet til et selvstændigt abstrakt objekt. Disse processer udføres på objekter, som man allerede 
har tilegnet sig. I internaliseringsfasen er ens forståelse af det nye begreb rent operationelt. Ifølge Sfard siges 
man at have afsluttet internaliseringsfasen i dannelsen af et nyt matematisk begreb, når man kan udføre 
processerne bag begrebet på det rent mentale plan og ikke behøver at udføre disse processer for at vurdere 
eller analysere dem.  
I kondenseringsfasen bliver man i stand til at tale om processerne bag det begreb, som man er ved at tilegne 
sig, som et samlet hele, således at man ikke hele tiden behøver aktivt at udføre disse processer. Udover 
denne udvikling i ens evne til at tale om processerne bag begrebet viser en voksende kondensering sig også i 
ens evne til at skifte mellem forskellige former for repræsentation af begrebet. 
På et tidspunkt under kondenseringsfasen vil processerne bag det begreb, som man er ved at tilegne sig, 
blive tildelt et samlet navn, som man kan bruge til at tale om dem. På dette tidspunkt er det nye begreb 
sådan set blevet til i ens bevidsthed. Kondenseringsfasen slutter dog ikke på dette tidspunkt, men varer 
derimod så længe, at det nye begreb i ens forståelse af det, er tæt forbundet med en eller flere konkrete 
processer. 
Reificeringsfasen er den sidste af de tre faser og indtræder, når man har opnået en forståelse af det nye 
begreb som et fuldstændigt selvstændigt abstrakt objekt, som man godt kan tale om uden overhovedet at 
knytte det til nogle processer. Man har derfor først opnået en fuldstændig strukturel forståelse af det nye 
begreb, når det når til reificeringsfasen. I forhold til tilegnelse af et matematisk begreb vil der opnås en 
operationel forståelse af begrebet, før der opnås en strukturel forståelse. 
De tre faser i hendes model skal forstås som et hierarki, i hvilket en fase ikke kan nås, før de tidligere faser er 
afsluttet. Ifølge Sfard gengiver hendes model en tendens, når det kommer til personlig begrebsdannelse. En 
tilegnelse af et nyt begreb starter med, at man lærer at foretage nogle processer på allerede tilegnede 
objekter. Når det nye begreb så er blevet fuldstændigt tilegnet, og man begynder at forstå det som et 
abstrakt objekt, kan der foretages processer på det. Med tiden kan disse processer så også begynde at blive 
opfattet som abstrakte, matematiske objekter. Altså reificeringen af et begreb vil føre til internaliseringen af 
andre processer. Tilegnelsen af matematiske begreber kan derfor ses som en udvikling, hvor man gennemgår 
de samme faser igen og igen.  
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En af Sfards pointer er, at det er meget svært at opnå en strukturel forståelse af et matematisk begreb. Dette 
er et problem, da mangel på strukturel forståelse ifølge Sfard på et eller andet tidspunkt vil forhindre eleven i 
at tilegne sig mere matematisk viden.  
Matematisk forståelse 
Richard Skemp har i en række rapporter (f.eks. (Skemp, 1976) og (Skemp, 1979)) forsøgt at beskrive en 
model for den matematiske forståelse. I (Skemp, 1976) foreslår Skemp en model der baseres på en 
Instrumentel og Relationel forståelse. Hvor en instrumentel forståelse, kun er at forstå hvad man skal gøre, 
er den relationelle forståelse, at forstå hvad man skal gøre og hvorfor. 
Skal man i en matematisk problemstilling fra punkt A til B udelukkende ved hjælp af instrumentel forståelse 
kræver det en lang række instrukser, som gør eleven kan bevæge sig mod målet, skal eleven følge en ny rute 
mellem A og B kræver det yderligere vejledning (altså flere regler). 
Kan eleven derimod opnå at komme fra punkt A til B ved hjælp af relationel forståelse, har eleven opbygget 
en begrebsmæssig struktur, der gør at eleven selv kan følge mange veje fra A til B. 
I (Skemp, 1979) udvider Skemp sin model til også at omfatte en formel eller logisk forståelse. Udvidelsen 
sker, da Skemp ikke mener den relationelle forståelse er nok til, at beskrive et dybere logisk følgende 
hændelsesforløb. Den relationelle forståelse kan altså opnås og anvendes til at løse problemer, uden at 
eleven har opnået en dybere forståelse for den matematiske symbolisme, og en logisk tankeføring. Den 
formelle forståelse forudsætter derfor, at det er muligt på baggrund af matematiske ideer at udføre et logisk 
og formelt korrekt ræsonnement. 
Således kan vi opsummere de tre forståelses begreber som: 
Instrumentel forståelse: 
Den instrumentelle forståelse er evnen til at bruge en regel til at løse en problemstilling, uden nødvendigvis 
at vide hvorfor reglen virker. 
Relationel forståelse: 
Evnen til, på baggrund af elementære/generelle matematiske forhold at konstruere mere specifikke regler 
eller procedure (til at løse et specifikt problem). 
Logisk/Formel forståelse: 
Evnen til at forbinde den matematiske symbolisme og notation, sammen med relevante matematiske ideer, 
til at fremstille en kæde af logisk ræsonnement.  
Matematiske læringsproblemer 
I (Duval, 2006) tager Duval udgangspunkt i en kognitiv analyse af matematiske læringsproblemer. Han har to 
hovedpointer for hvorfor matematik især kan være svært at lære, samt hvorfor det kan være nemt at have 
læringsvanskeligheder. Den ene pointe omhandler matematiske objekter og de symboler man bruger for at 
repræsentere objekterne, den anden omhandler hvordan man rent kognitivt behandler matematik. 
Duval mener, at det er meget vigtigt at de symboler man bruger til at repræsentere matematiske objekter 
holdes adskilt fra selve objekterne. Hvis man tager udgangspunkt i det matematiske objekt (eller begreb) at 
addere, vil de fleste have en idé om hvad begrebet indebærer, og kobler det let sammen med det 
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matematiske symbol ’+’. Der kan dog nemt opstå problemer med mere komplekse begreber, idet det er 
meget svært at introducere f.eks. begrebet multiplikation uden at bruge multiplikationstegnet. Duval skriver, 
at man først opnår en matematisk forståelse når man kan adskille de matematiske symboler fra de 
matematiske objekter de repræsenterer, hvilket dog kan være vanskeligt. Hvorfor det forholder sig sådan, 
kan have at gøre med hvordan man kognitivt opfatter matematik, kontra hvordan man opfatter de fleste 
andre ting i vores dagligdag. 
Hertil kommer det som Duval (Duval, 2006) opfatter som kognitive registre. Han mener, at afhængig af 
hvordan ting er repræsenteret så opfattes det i forskellige registre. Han definerer to hovedgrupper af 
registre som værende de væsentligste. Navnlig et diskursivt og ikke-diskursivt register, samt et 
multifunktionelt og monofunktionelt register. Disse registre overlapper hinanden, se Tabel 1. 
 
 Diskursivt register Ikke-diskursivt register 
Multifunktionelt register skriftligt eller mundtligt 
naturligt sprog 
Billeder, skitser, figurer. 
Monofunktionelt register Ligning, bevis mm. 
symbolsprog 
Grafer, diagrammer 
Tabeller 
TABEL 1 - DUVALS KOGNITIVE REGISTRE 
Det diskursive register omfatter symboler og tegn, og i det ikke-diskursive register billeder og tegninger. Det 
multifunktionelle register omfatter ting der kan have flere betydninger, f.eks. naturligt sprog, billeder mm., 
og det monofunktionelle register omfatter ting der kun kan have en betydning, såsom ligninger, tabeller og 
grafer. 
En af de vigtigste pointer Duval (Duval, 2006) har, er at man kun kan behandle (det som Duval kalder 
treatment) ting i et register, og hvis man skal bevæge sig mellem de forskellige registre, kræver det en 
konvertering (conversion). Og endnu mere vigtigt, man kan kun opnå abstraktion mellem de matematiske 
objekter og de matematiske symboler hvis man er i stand til at konvertere mellem de forskellige registre. 
For at illustrere hvordan ting kan være i de forskellige registre vil vi gerne give et lille eksempel. I det 
diskursive multifunktionelle register kan man f.eks. have en fortælling om en dreng der i løbet af hans 
opvækst, den første i hver måned bliver målt, hvor høj han er, op ad en dørkarm, hvor faderen trofast 
markerer dato og højde efter hver måling. Hvis man ud fra denne fortælling udleder en matematisk 
sammenhæng mellem højden og alderen og udtrykker dette som en fortælling, f.eks. ’Jens bliver 1cm højere 
hver anden måned’, så har man lavet en behandling i det multifunktionelle diskursive register. 
Tager man derefter og udtrykker dette som en formel, så har man lavet en konvertering ned til det 
monofunktionelle diskursive register. 
Som eksempel på det multifunktionelle ikke-diskursive register kunne være et billede af dørkarmen med 
datoer og højder, og hvis man ud fra dette laver en graf over alder og højde, har man lavet en konvertering 
til det monofunktionelle ikke-diskursive register. 
Ifølge Duval er det først når man frit kan ”bevæge” sig mellem de forskellige registre, at man har opnået en 
egentlig matematisk forståelse. 
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En sidste vigtig pointe i Duval (Duval, 2006) er matematiske repræsentationer og hvordan det påvirker 
behandlingen af matematikken. Eksempelvis kan man have et regnestykke hvor der skal lægges brøker 
sammen, dette kræver en type behandling. De samme brøker kan også repræsenteres som decimaltal, og 
hvis man skal lægge decimaltal sammen så kræver det en anden type behandling. Det er vigtigt for Duval 
(Duval, 2006) at pointere, at det at skifte repræsentationsform ikke er det samme som at konvertere. I det 
nævnte eksempel kan man f.eks. skifte repræsentation fra brøker til decimaltal, for derefter at lægge dem 
sammen, og alt dette foregår i det mono-funktionelle diskursive register. 
For at opsummere er det derfor ikke underligt, at det er nemt at have matematiske læringsproblemer, idet 
man kan have en lang række forskellige repræsentationer for det samme, i hvert af de forskellige kognitive 
registre, samtidig med at hver eneste repræsentation kræver forskellige type af behandlinger i hvert af 
registrene! 
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Matematikvejlednings tre trin 
For overhovedet at kunne vejlede elever i matematik, er det nødvendigt først at vide hvilke elever der skal 
hjælpes, samt hvilke problemer eleverne har, før der til sidst kan foregå den egentlige hjælp. Dette kan deles 
op i tre trin: detektionstest, diagnosticering og intervenering. Idéen med de tre trin samt hvordan vi, i 
praksis, har udført dem vil kort blive opridset i de følgende tre afsnit. De egentlige resultater og diskussion af 
resultaterne vil komme i senere afsnit. 
Trin et: Detektionstest 
Den første del er, at identificere de elever der kunne have behov for hjælp. Som matematiklærer kan man 
have en god idé om hvilke elever der har behov for hjælp. Men der kan også nemt sidde elever med 
begrebsvanskeligheder i en klasse som er nemme at overse, derfor kan det være en rigtig god idé med en 
test der kan hjælpe med at finde elever, der kunne have vanskeligheder. 
I dette tilfælde brugte vi 57 spørgsmål der primært beskæftigede sig med symboler, talforståelse, lignings- og 
funktions forståelse samt generelle matematiske kompetencer. Spørgearket ”57 spørgsmål til professoren” 
blev givet til eleverne i elektronisk form således, at de nemt og hurtigt kunne svare på spørgeskemaet 
(Gjerlufsen, et al., 2014). 
Efter eleverne besvarede spørgeskemaet. Blev resultaterne evalueret og en række elever blev udvalgt til 
nærmere diagnosticering. Resultaterne og begrundelse for udvælgelse kan ses i afsnittet detektionstest – 
udførelse og resultater. 
Trin to: Diagnosticering 
Indenfor begrebet symbol- og formalisme, var de udvalgte elever særligt svage i deres besvarelse i 
detektionstesten. Vi valgte derfor at fokusere på denne del af testen og afholdte små interviews med de 
udvalgte elever, hvor de skulle forklare hvordan de var kommet frem til deres resultater. Der blev 
hovedsageligt spurgt ind til de spørgsmål der havde med symbolforståelse at gøre. Vores interviews med 
eleverne blev enten filmet eller optaget via en Smartpen. 
Under disse interviews blev det klart, at de forkerte besvarelser havde en række forskellige grunde. Nogle af 
grundende kunne direkte linkes til begrebsvanskelighederne beskrevet i den matematiske litteratur, hvor 
andre svar blev forkerte af andre grunde. Blandt andet udtalte en elev, at vedkommende aldrig havde prøvet 
at arbejde med tal der var i en højere potens end i anden, og gik derfor helt i stå i en opgave hvori der stod 
𝑎5.  Andre fejl fremkom også af, at eleverne f.eks. slet ikke var bekendt med fagtermen ”sædvanlige brøker”, 
og derfor ikke forstod hvad de blev spurgt om, og yderligere andre fejl fremkom også af problemer med 
hovedregning, altså den instrumentelle metode var sådan set acceptabel, men der blev simpelthen regnet 
forkert under udførelsen af testen. 
Dog viste alle de udvalgte elever en eller anden grad af vanskeligheder med symbolbegrebet, og vi valgte 
derfor at gå videre med at arbejde med disse elever. 
Trin tre: Intervenering 
Det blev ret tydeligt tidligt i processen, at bare det at være på tomandshånd, eller i små grupper, og snakke 
om opgaverne og få talt om hvor vanskelighederne i opgaverne lå, gav eleverne en smule bedre forståelse, 
eller i det mindste bare en erkendelse af, at der var et problem. Derfor blev den dybere diagnosticering og 
interveneringen en mere koblet proces end først tiltænkt. Men både eleverne, og vi som lærere, har været 
positive over at arbejde med disse elevsamtaler som en interveneringsmetode. 
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Interveneringen bestod af samtaler med eleverne, dels hvor eleverne blev stillet opgaver der mindede om de 
opgaver eleverne havde problemer med i detektionstesten, hvor de under observans skulle forklare deres 
tanker mens de løste opgaverne, samtidig med at de så kunne få hjælp, når de gik i stå. Derudover blev der 
snakket med eleverne om de fejl de lavede.  
Der blev under interveneringssamtalerne lagt stor vægt på, at eleverne oparbejdede mere end bare en 
instrumentel forståelse af problemerne, altså gik diskussionen ofte på hvorfor man kunne regne på en 
bestemt måde fremfor om metoden var korrekt eller ej. 
Efter interveneringen fik eleverne en lille test med udvalgte spørgsmål fra den originale detektionstest samt 
nogle yderligere spørgsmål, for at se om eleverne havde forbedret sig. Ydermere fik elevernes 
klassekammerater, der også medvirkede i den indledende detektionstest, også den samme prøve. 
Resultaterne af disse tests kan ses i de følgende afsnit. 
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Detektionstest – udførelse og resultater 
I dette afsnit vil vi forklare udførelsen af detektionstesten samt præsentere de relevante resultater. 
Beskrivelse af testgrupperne 
Eleverne der var med i detektionstesten kom med væsentligt forskellige baggrunde. I alt blev testen udført 
på tre forskellige 1. års klasser, hhv. en HTX klasse fra CPH West i Ishøj, en HHX klasse fra Slotshaven i 
Holbæk, samt en EUX klasse ligeledes fra Slotshaven i Holbæk. EUX klassen har en to-lærer ordning i 
matematik, hvor der i nogle undervisningssituationer er to lærere til stede. En 3. års HTX klasse på 
Slotshaven har ligeledes fået testen. Denne klasse klarede som forventet testen markant bedre end 1. års 
klasserne. De fagligt svage elever i denne klasse er blevet tilbudt gruppevejledning. Denne klasse indgår dog 
ikke i rapporten. 
Første års eleverne havde på testtidspunktet kun været godt to måneder på deres uddannelse, dvs. 
baggrunden for deres besvarelse hviler primært på deres matematikfærdigheder fra grundskolen. I deres 
gymnasieforløb havde eleverne i EUX- klassen haft et forløb om funktioner, HHX-klassen et forløb om 
beskrivende statistik og HTX-klassen havde haft et kortere forløb om brøker, hvilket kan være en del af 
forklaringen af eventuelle forskelle i fordelingen af rigtige svar i testen. 
Derudover kunne det være interessant at se på, om der er en sammenhæng mellem valget af uddannelse og 
elevernes generelle matematiske forståelse. Vi vil i denne delrapport sammenligne vores tre klasser. 
Datagrundlaget er for lille til der kan konkluderes på dette. 
Resultater 
Vi valgte, som nævnt, at give eleverne testen elektronisk, det foregik online via Google Formulars, og kan ses 
online (Gjerlufsen, et al., 2014). Dette gjorde vi blandt andet for, at gøre det lettere for eleverne at håndtere 
testen. Mange af vores elever har vanskeligt ved at skrive i hånden. Vi opnåede også at få vores resultater 
direkte i Excel, således at vi undgik de fejl, som kan opstå når resultater skal overføres fra et medie til et 
andet. Alle spørgsmål blev kopieret og sat ind for at undgå omformuleringer og slåfejl. På Figur 7 ses et 
eksempel. 
 
FIGUR 7 – SPØRGSMÅL 2 OG 3 
Eleverne havde mulighed for at svare på spørgsmålene på samme måde, som de havde kunnet, hvis de 
havde skullet svare på papir med blyant. Inden prøven startede blev det understreget over for eleverne, at 
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de ikke skulle gætte, og at resultaterne ikke ville få indflydelse på deres standpunktskarakter. Eleverne fik af 
vide, at vi (deres lærere) skulle bruge resultaterne til en opgave, og at de blev sendt til en professor. 
Eleverne var under opsyn under hele prøven, for at undgå de brugte hjælpemidler og kommunikerede med 
andre. Hovedparten af vores elever klarede testen i løbet af en time, dog var der enkelte elever som havde 
brug for 1,5 time til testen.  
Generelt fangede detektionstesten på alle tre uddannelser, de elever vi havde mistanke om havde problemer 
indenfor begreber og begrebsdannelse, men testen fandt også andre elever end vi som lærere havde set, og 
testen viste også elever der overraskede positivt. 
På Figur 8, ses kassediagrammer over elevernes besvarelse af samtlige spørgsmål. Der er 57 overordnede 
spørgsmål i testen, med underspørgsmål er der i alt 71 spørgsmål. Kassediagrammer og øvrige diagrammer 
er udarbejdet med udgangspunkt i de 71 spørgsmål. Samtlige kassediagrammer er lavet ved at benytte 
percentilerne: 10 %, 25 % (nedre kvartil), 50 % (medianen), 75 % (øvre kvartil) og 90 %.   
 
FIGUR 8 – KASSEDIAGRAMMER OVER ELEVBESVARELSER 
Vi havde en formodning om, at der var stor variation i elevernes besvarelse, specielt på EUX. Denne 
formodning viser kassediagrammet er korrekt. Der er en større kvartilafstand på EUX end der er på HHX og 
HTX. Eleverne på HTX klarer sig bedre end eleverne på de to andre uddannelser. Medianen for EUX og HHX 
ligger på ca. 29 rigtige besvaret spørgsmål og for HTX er medianen på 34 rigtige. Fordelingen af antal rigtige 
er for EUX og HHX tilnærmelsesvis normalfordelte med samme middelværdi og varians, hvorimod 
fordelingen for HTX er en højreskæv fordeling.  
Betragter man kun de spørgsmål der refererer til funktionsbegrebet Figur 9, ser billedet anderledes ud. (I 
bilag A1 side 169, ses hvilke 12 spørgsmål der er medtaget som spørgsmål hørende til funktionsbegrebet). 
For alle tre uddannelser ses der igen stor variation i resultaterne. Her er der en markant større kvartilafstand 
på HHX end der er på EUX og HTX. Eleverne på EUX klarer sig bedre end eleverne på de to andre 
uddannelser. Medianen for EUX er 5 rigtige besvaret spørgsmål, for HTX er medianen 4 og for HHX er den 3. 
Igen er fordelingen af antal rigtige for EUX og HHX tilnærmelsesvis normalfordelt, hvorimod fordelingen af 
antal rigtige for HTX minder mere om en venstreskæv fordeling. 
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FIGUR 9 – KASSEDIAGRAMMER OVER ELEVBESVARELSER TIL FUNKTIONER 
Da testen blev givet var det, som nævnt, kun eleverne på EUX, der i deres gymnasieundervisning havde 
stiftet bekendtskab med emnet funktioner.  
Betragter man de spørgsmål der tester elevernes beherskelse af symbol- og formalismekompetencen, klarer 
EUX sig markant ringere end HHX og HTX, se Figur 10.  
 
FIGUR 10 - KASSEDIAGRAMMER OVER ELEVBESVARELSER TIL SYMBOLER 
 
På HHX og HTX er det kun de dårligste 25 % der har 4 eller færre spørgsmål rigtige, hvorimod det på EUX er 
ca. halvdelen af eleverne. Medianen for både HHX og HTX ligger på 6, hvor medianen for EUX kun ligger på 4. 
Forskellen mellem 10 % og 90 % -percentilerne er mindst på HHX, dog ses en ganske stor variation mellem de 
fagligt svage og de fagligt stærke elever i de tre klasser.  
Online (Gjerlufsen, et al., 2014) kan ses hvilke 15 spørgsmål fra detektionstesten vi har medtaget, som 
spørgsmål hørende til testning af elevernes beherskelse af symbol- og formalismekompetence.  
På Figur 11, Figur 13 og Figur 15 ses diagrammer for de tre klasser, over frekvensen af antal rigtige indenfor 
samtlige spørgsmål, spørgsmål der relaterer sig til funktioner samt spørgsmål der relaterer sig til forståelsen 
af symbol- og formalismekompetencen.   
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Kigger man specifikt på EUX, se Figur 11, kan man godt fornemme den store variation der fremgik af 
kassediagrammerne. Klassen har en stor gruppe af fagligt svage elever og en stor midtergruppe. Der er en 
lille gruppe af fagligt stærkere elever. 
 
FIGUR 11 - EUX BESVARELSE 
På Figur 11, ses det, at halvdelen af EUX eleverne klarer sig bedre indenfor spørgsmål om funktionsbegrebet 
end de generelt klarer spørgsmålene i testen. Der er enkelte fagligt stærke elever der klarer sig godt indenfor 
spørgsmålene om symbol- og formalisme, men generelt har eleverne dårlige kompetencer indenfor symbol- 
og formalisme. 
På forhånd var EUX eleverne 1, 3, 6, 8, 11, 14, 21, 25, 27 og 28, udpeget som fagligt svage elever indenfor 
matematik. De elever der var udpeget på forhånd svarer rigtigt på mellem 9 og 25 af alle spørgsmålene. 
Medianen for alle eleverne i spørgsmålene ligger på 29 rigtige. Kigger man isoleret på de 10 elever, der var 
udpeget på forhånd, bliver medianen for disse elever 21,5 rigtige. Betragter man spørgsmålene om symbol- 
og formalisme, ser billedet anderledes ud. Der er mange af de elever der generelt klarer sig godt, som klarer 
sig dårligt i disse spørgsmål.  
Eleverne 1, 11 og 14 har siden forladt uddannelsen. Eleverne 6, 8, 21, 25 og 28 oplevede vi som 
frafaldstruede og undgik derfor disse elever. Elev 27 har ikke vist interesse for at deltage i projektet. Vi har 
valgt at lave yderligere diagnosticering med eleverne 3, 12, 20 og 24. På Figur 12, ses resultaterne for de fire 
elever. De har alle givet deres samtykke til at deltage i projektet. 
 
FIGUR 12 - UDVALGTE EUX ELEVER 
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Eleverne 12, 20 og 24 har dårligere kompetence indenfor symbol- og formalisme end indenfor øvrige 
områder. Derfor syntes vi, at det kunne være interessant at forsøge at afdække, hvor de har problemer. Elev 
nr. 3 skiller sig ud fra de tre andre, idet han er fagligt svagere indenfor emnet funktioner end indenfor emnet 
symbol- og formalismekompetencen. Eleven har samlet svaret rigtigt på knap 30 % af alle spørgsmålene. 
Dette var en elev der viste stor interesse for at deltage, da han var klar over at han har en del snublesten, og 
gerne vil gøre en ekstra indsats, så derfor tog vi ham med i projektet.  
Der vil i det følgende blive henvist til de udvalgte elever på EUX, som EUX3, EUX12, EUX20 og EUX24. 
Kigger man specifikt på HHX, se Figur 13, kan man også her godt fornemme den store variation der fremgik af 
kassediagrammerne. Også denne klasse har en stor gruppe af fagligt svage elever og en stor midtergruppe. 
Der er en lille gruppe af fagligt stærkere elever.  
Det ses, at knap en tredjedel af eleverne klarer sig bedre indenfor spørgsmål om symboler end de generelt 
klarer spørgsmålene i testen. Der er en lille gruppe elever med svarprocenter, tæt på 60 %, og lidt over 
halvdelen af eleverne har svaret rigtigt på mindst 40 % af spørgsmålene indenfor symboler.  
 
 
FIGUR 13 - HHX BESVARELSE 
På forhånd var HHX eleverne 9, 11, 15, 16, 20, 21, 22, 26 og 27 udpeget som fagligt svage elever indenfor 
matematik. De elever der var udpeget på forhånd svarer rigtigt på mellem 13 og 33 af alle spørgsmålene. 
Medianen for alle eleverne i spørgsmålene ligger på 29,5 rigtige. Kigger man isoleret på de 9 elever der var 
udpeget på forhånd, bliver medianen for disse elever 23 rigtige.  
Elev nr. 22 og elev nr. 26 er dem der klarer sig dårligst med færre end 20 % rigtige, indenfor symbol- og 
formalismekompetencen. Elev nr. 22 var spået som en fagligt svag elev. Elev nr. 22 er en elev på 26 år, som 
ikke har beskæftiget sig med matematik siden hendes tid i grundskolen, så det er ikke så 
bemærkelsesværdigt, at hun har en del snublesten. 
Ser man på svarene indenfor spørgsmålene om funktioner, klarer eleverne sig generelt ikke særligt godt. 
Dette er dog ikke specielt tankevækkende, da eleverne kun har stiftet bekendtskab med emnet ’beskrivende 
statistik’ i deres gymnasieforløb. Derudover bemærkes, at 4 elever ikke har formået at kunne svare rigtigt på 
nogle af disse spørgsmål. Det er elev nr. 11, 20, 21 og 27. Elev nr. 11 og elev nr. 20 var spået som fagligt 
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svage elever. Elev nr. 21 er, ligesom elev nr. 22, en ældre elev, og hun er siden hen faldet fra uddannelsen. 
Elev nr. 27 var også spået som en fagligt svag elev. Eleven valgte dog at afslå tilbuddet om at deltage i 
projektet. Eleven argumenterede med, at det kun var indenfor emnet ’funktioner’ han havde mangler. 
Derudover havde 4 elever lidt under 10 % rigtige. Det er elev nr. 9, 15, 16 og 26. Samtlige af disse elever er 
også karakteriseret som fagligt svage elever. Der er 4 elever der deltager i projektet, men det er kun elev nr. 
9 og 20 der arbejdes med her i rapporten. Begge har givet deres samtykke til at deltage i projektet. På Figur 
14, ses resultaterne for de to elever der arbejdes videre med her i rapporten.  
 
FIGUR 14 - UDVALGTE HHX ELEVER 
 
Elev nr. 9 er en gymnasiefremmed elev, der meget gerne vil have en god studentereksamen og derfor rigtig 
gerne vil deltage i projektet, og elev nr. 20 er en ældre elev på 24 år, der er meget bevidst om at han har en 
del snublesten og derfor meget gerne vil have hjælp. 
Der vil i det følgende blive henvist til de udvalgte elever på HHX, som HHX9 og HHX20. 
Kigger man specifikt på HTX, se Figur 15, kan man også her godt genkende den store variation, man så i 
resultaterne specielt inden for deres beherskelse af symbol- og formalismekompetencen. 
 
FIGUR 15 - HTX BESVARELSE 
Generelt set var resultaterne fra HTX klassen ganske pæne. Det er værd at bemærke, at der er en større 
gruppe elever med ganske høje resultater, blandt andet indenfor symbol- og formalisme kompetencen på 
  37/204 
 
over 65 %. Denne kompetence var imidlertid den kompetence, hvor op til flere elever besvarede under 10 % 
rigtige. Dvs. der er en stor forskel i det grundlag eleverne kommer med fra grundskolen, når de starter i 
klassen. Generelt set har hele klassen svært ved spørgsmål der omhandler funktioner, hvilket dog også var 
forventet.  
Eleverne, 2, 5, 8 og 10 var på forhånd peget ud som svage elever. Der var få overraskelser i forhold til de 
elever der var peget ud på forhånd som værende potentielt fagligt svage, dog var der enkelte elever som 
leverede væsentligt bedre præstationer end det var forventet på forhånd, dette drejer sig om eleverne 9 og 
21 der begge præsterede bedre end forventet, de to elever gik også meget seriøst til testen og var tydelig 
irriterede over forkerte svar, så det tyder på en god konkurrence-vilje når det gælder. Eleverne 12 og 16 
klarede sig ringere end forventet, men begge elever har udtrykt at de er meget lidt glade for test uden 
hjælpemidler, men de kan være værd at holde øje med i undervisningen. Eleverne med nr. 8 og 10, der 
havde nogle af de absolut svageste besvarelser, blev spurgt om de ville være med til det videre forløb. På 
Figur 16, ses besvarelserne for disse to elever. Eleverne 2 og 5 var også mulige kandidater for vejledning, 
men det blev vurderet at de ikke var parate til at yde det ekstra det var krævet for at deltage i det videre 
forløb. 
 
FIGUR 16 - UDVALGTE HTX ELEVER 
Eleverne med nr. 8 og 10 ville gerne deltage, dog er elev nr. 8 desværre sprunget fra igen efter et par 
samtaler (med begrundelsen om generelt tidspres). Begge elever havde kun 1 rigtig inden for symbol- og 
formalisme kompetencen, og generelt var der mange ”advarselslamper” når man læste deres besvarelse. 
Begge elever var på forhånd udpeget som værende potentielle elever med behov for ekstra hjælp. Der vil i 
det følgende blive henvist til eleven fra HTX som HTX10. 
På Figur 17, ses hvordan de elever vi arbejder videre med har klaret testen.  
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FIGUR 17 - SAMLET OVERSIGT OVER UDVALGTE ELEVER 
Indenfor alle spørgsmål svarer disse elever rigtigt på 30 til 46 % af spørgsmålene. Indenfor funktionsbegrebet 
svarer de rigtigt på 8 til 50 % af spørgsmålene. Det er dog, som nævnt, ikke overraskende at en del af 
eleverne har svært ved disse spørgsmål, da de endnu ikke har stiftet bekendtskab med dette emne i deres 
gymnasieforløb. Kigger man isoleret på spørgsmålene inden for symbol- og formalismekompetencen svares 
der rigtigt på 7 til 60 % af spørgsmålene. To af eleverne på HHX har henholdsvis 40 % og 60 % rigtige. Uden 
disse to elever ligger antal rigtige på mellem 7 og 20 %. Sammenligner man disse elever (HHX9 og HHX20 
undtaget) er det tydeligt at disse elevers begrebsforståelse indenfor symbol- og formalismekompetence, er 
ringere end deres generelle matematiske begrebsforståelse. Vi har derfor valgt at arbejde videre med 
symbol- og formalismekompetencen.   
Symbol- og formalisme. 
På Figur 18, ses et søjlediagram over, hvordan eleverne på de tre uddannelser klarer de 15 delspørgsmål, der 
tester elevens beherskelse af symbol- og formalismekompetencen.  
 
FIGUR 18 - DE 15 SPØRGSMÅL VEDRØRENDE SYMBOL- OG FORMALISME 
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Generelt set er tendensen, at eleverne ser ud til at have det svært med de samme spørgsmål, selvom der 
selvfølgelig er en variation imellem klasserne. HTX eleverne klarer sig bedst i 9 af spørgsmålene og HHX 
eleverne i 4 af spørgsmålene Spørgsmål 43 klarer EUX og HHX klasserne lige dårligt. HTX klassen havde ingen 
rigtige i dette spørgsmål, hvilket er tankevækkende, da denne klasse havde haft et forløb om brøker. Det er 
dog uvist om den lærer der har klassen i matematik har brugt udtrykket ’sædvanlig brøk’. 
Forventninger til testen 
I dette afsnit vil vi afklare hvorvidt de tidligere præsenterede resultater stemte overens med de 
forventninger vi selv havde sat op. Vi sammenligner de spørgsmål der handler om symbol- og 
formalismekompetencen. Spørgsmålene vil blive gennemgået enkeltvis.  
Spørgsmål 15. Hvad er 0 + 𝑥? 
  Hvad er 𝑥 − 𝑥? 
  Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? 
  Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)? 
Vores svar: Svarene vil være x, 0 og 0 og også 0 i den sidste. 
Eleverne svarer rigtigt på de fire spørgsmål med henholdsvis 65 %, 60 %, 80 % og 11 %. 
De første tre spørgsmål kan de besvare med rimelig sikkerhed. De elever som svarer forkert til spørgsmål 1, 
svarer hyppigst 0 eller 0𝑥. 
Til spørgsmålet i linje to, er de hyppigst forekomne forkerte svar 𝑥 og −𝑥. 
Blandt de forkerte svar til spørgsmålet i linje tre, optræder 𝑎𝑏, 𝑎 −  𝑏, 𝑎𝑏 − 𝑎 − 𝑏, 𝑎2, 𝑎 + 𝑏, 0𝑎𝑏, 1𝑏 og 
2𝑎 − 2𝑏.  
Til spørgsmålet i linje fire, svarer kun 9 elever ud af 83 elever korrekt. De resterende har mange forskellige 
forslag bl.a. 2𝑎 + 2, 𝑎 − 𝑏 og 0. Svaret 0 er det svar som optræder hyppigst. Vores bud på den typiske 
elevbesvarelse har altså været korrekt i alle fire delopgaver. Det er vores opfattelse at det er parentesen, der 
giver eleverne problemer, idet eleverne åbenbart ikke behersker det semiotiske system der omfatter 
parenteser. 
Spørgsmål 16. Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? (Hvor 𝑎 ikke er 0.) 
Vores svar: 0. Det går ud med hinanden – der står ikke noget tilbage. 
Her klarer HTX eleverne sig klart bedst, idet 63 % svarer korrekt, HHX 43 % og kun 29 % af EUX-eleverne 
svarer korrekt. Vores antagelse om, at de ville svare 0 var ikke korrekt, da kun 11 elever har svaret 0𝑎 eller 0. 
Det hyppigst forekomne forkerte svar er 𝑎. 
Spørgsmål 31. Hvis 𝑃 er antal professorer og 𝑆 er antal studerende, hvad udtrykker følgende ligning da om 
sammenhængen mellem antallet af professorer og antallet af studerende 6 · 𝑃 = 𝑆? 
Vores svar: Der er 6 gange så mange professorer som studerende. 
45 % af vores elever har svaret korrekt, og det er flere end vi havde forventet.  
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Her skal eleverne anvende en ligning aktivt, og det har de svært ved, da de, som det fremgår af spørgsmål 15, 
heller ikke behersker passiv ligningsløsning, men ca. halvdelen af eleverne kan åbenbart godt lave conversion 
mellem et monofunktionelt og multifunktionelt register. 
Spørgsmål 32. Hvornår er de to udtryk 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 og 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 lig hinanden? 
Vores svar: Det ved de ikke. 
Vi havde ret, det ved de ikke. Kun 4 elever ud af 83 svarer ” hvis b og c er det samme” resten af svarerne 
varierer fra ”aldrig” til ”altid”. 
Spørgsmål 34. Bestem 𝑛 når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. 
Vores svar: Enten løses den korrekt eller også opgiver de. 
Blandt EUX-eleverne kunne 29 % løse ligningen korrekt, 36 % forsøgte, men svarede forkert. Her klarer HHX-
eleverne sig bedst; 68 % af dem svarede korrekt. 41 % af HTX eleverne svarede rigtigt.  Kun én HHX og én 
HTX elev undlod at svare. Så vores antagelse om, at de enten kunne eller opgav, og dermed undlod at svare, 
er formodentlig forkert.  Vi har i den senere diagnosticering erfaret, at nogle af vores elever har meget svært 
ved at lægge tal sammen uden brug af lommeregner. 
Spørgsmål 35.  Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64. 
  Løs ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 
  Er 𝑥 = 10 en løsning til ligningen: 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15? 
Vores svar: Den første løses korrekt med x = 22. I den anden får de den forkerte løsning 3=x, og om 𝑥 = 10 er 
en løsning til ligningen ved de ikke – de gætter. 
Disse ligninger var svære for vores elever. Kun 37 % kunne løse den første ligning korrekt, 19 % ligning to, og 
60 % svarer korrekt ”nej” til linje 3. Vi havde ikke ret i vores antagelse om, at eleverne ville svare 𝑥 = 3 til 
ligning to, kun tre elever angiver dette svar. Til det sidste delspørgsmål er der to elever som svarer ”ja”, den 
ene elev har ikke løst ligningen i spørgsmålet før, den anden elev har svaret ”10” som løsning til ligningen. 
Elevernes operationelle niveau inden for ligningsløsning er relativt dårligt. Da elevernes svar er meget 
forskellige er det svært at vide, hvorfor de ikke kan regne opgaven. 
Spørgsmål 43.  Opskriv 
½
¼
 og 
2,1
4,1
 som sædvanlige brøker. 
Vores svar: Det kan de ikke. 
Vi har ret, det kan de ikke. Kun to elever, en fra EUX og en fra HHX, kunne svare på dette spørgsmål. De 
forkerte svar er for eksempel 2/1 og 2/4, 0,5: 0,25, 2/1: 4/1 og 5/25. 
Hovedparten af eleverne forstår ikke, hvad der ligger i begrebet ”sædvanlig brøk” de har ikke hørt udtrykket 
før, og så kan de naturligvis heller ikke svare på spørgsmålet. 
Spørgsmål 53. Er 
𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? Ja? Nej? Kan ikke svare? 
Vores svar: Ja. 
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Her svarer 53 % af eleverne korrekt. Da eleverne ikke kender begrebet ”sædvanlig brøk” har de formodentlig 
ikke arbejdet særlig meget med brøker, set i lyset af, at eleverne ikke kan svare korrekt på næste spørgsmål, 
må man formode, at de gætter. På trods af, de var blevet bedt om at svare ærligt. 
Spørgsmål 54. Hvad er 
𝑎·(−1)
𝑏·(−1)
? 
Vores svar: -1 svarer 1. års eleverne…  
Her kunne kun 6 elever være med, hvis man lader −
a
−b
 tælle som korrekt svar. Skal fortegnene forkortes 
væk, har kun en enkelt elev svaret korrekt.  Vi har før set, at eleverne har svært ved det semiotiske system, 
der omfatter parenteser, når der så tilføjes endnu et semiotiske system, negative fortegn (og i en brøk), er 
vores elever ikke i besiddelse af kompetencer, der gør at de kan løse opgaven.  
Spørgsmål 57. Hvad er 
3𝑥−1
−3𝑥+1
?  
Vores svar: De kan ikke svare, men hvis de kommer med et bud er det 0. 
Tre af vores elever har kunnet svare korrekt. To elever på HTX og en elev på EUX. De to elever der har svaret 
korrekt på flest spørgsmål på henholdsvis EUX og HTX har svaret korrekt på dette spørgsmål. Ti elever svarer 
”0” på dette spørgsmål og det er det hyppigt forekomne svar. 
Det har været svært for os, at forudse elevernes besvarelser inden for symbol- og formalismekompetencen. 
Vores bud på en rigtig besvarelse har været korrekt i 60 % af spørgsmålene.  
  42/204 
 
Diagnosticering 
Trin to i vejledningen er at diagnosticere hvilke problemer eleverne kunne have. For at lette processen blev 
en håndfuld elever udvalgt, hvorefter der blev afholdt individuelle interviews med de udvalgte elever. 
Udvælgelse af elever 
På baggrund af detektionstesten blev en række elever fra de tre 1. års klasser udvalgt til at deltage i videre 
forløb med diagnosticering og intervenering. Eleverne blev primært valgt ud fra hvor mange rigtige de havde 
i de spørgsmål der havde med symbol- og formalismekompetencen at gøre, da det primært var denne 
kompetence vi ville undersøge og arbejde med.  
De udvalgte elevers andre naturvidenskabelige lærere blev også taget med på råds om, hvorvidt eleverne 
havde problemer i deres fag. I alles tilfælde blev der givet udtryk fra vores kollegaers side om, at de udvalgte 
elever havde vanskeligt ved brug af symboler i deres fag. 
Som før nævnt, vil vi af hensyn til elevernes anonymitet benævne dem EUX3, EUX12, EUX20, EUX24, HHX9, 
HHX20 og HTX10. 
Elevinterviews 
Efter detektionstesten blev der afholdt interviews med de førnævnte udvalgte elever. I dette afsnit vil 
transskriberingerne af dele af vores interviews blive gennemgået.  På EUX og HHX blev samtalerne med 
eleverne optaget ved hjælp af en Smartpen. På HTX blev interviewet videofilmet. Optagelserne af samtalerne 
foregik alle med elevernes accept. På EUX og HHX var udvalgte spørgsmål printet ud inden interviewene gik i 
gang, på HTX var både spørgsmål og elevens svar printet ud som samtaleemne. 
Nogle af transskriberingerne vil inkludere elevernes egne noter optaget via en Smartpen. Det følgende afsnit 
er, som nævnt, ikke en komplet transskribering af alle interviews, men et udpluk af de spørgsmål der er 
bedømt relevant for vejledning og diagnosticering af eleverne. Yderligere transskriberinger findes i bilag A5 
side 176. 
Elev EUX3 
EUX3 har svaret rigtigt på knap 30 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på tre spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏?  
I testen har EUX3 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses herunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX3: ”Jeg tror det bliver 5𝑎 divideret med 5𝑎, men nej det gør det jo ikke fordi, det er jo i femte” 
Lærer: ”Hvad betyder det noget er i femte?” 
EUX3: ”Så skal man gange det med sig selv fem gange” 
Lærer: ”Det har du fuldstændig ret i. Prøv at skrive det i stedet for” 
EUX3: ”Okay, skal jeg bare skrive spørgsmålet af igen?” 
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Lærer: ”Ja” 
EUX3: ”Altså hvis nu man skal så er det bare 1, ganget med sig selv fem gange, så det bare 1, så det bare a, 
nej så er det 5𝑎” 
Eleven er usikker på, hvad 𝑎5 præcis betyder, med et skub i den rigtige retning, får han fat i noget af det 
rigtige, men er usikker på sin egen præstation. Han forsøger at løse opgaven ved at indsætte 1 på a’s plads, 
men kan ikke overføre resultatet til symbolberegning. 
I testen har EUX3 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX3: ”Ja, okay, der står gange der, så skal man eller man skal først, regne omkring brøken, der det ved jeg 
ikke, jeg vil i hvert fald gange ind” 
Lærer: ”Prøv at gøre det” 
EUX3: ”Skal jeg bare skrive?” 
 
Lærer: ”Ja”  
EUX3: ”Ja så de to...” lang pause ”så kan man eventuelt fjerne minusset.” 
Lærer: ”Ja, hvad kommer der så til at stå” 
EUX3: ”a divideret med b, er det bare det?” 
Lærer: ”Ja” 
Med en lærer ved sin side, kan EUX3 godt komme frem til det rigtige resultat, men i den afsluttende test har 
eleven igen ikke besvaret dette spørgsmål. EUX3 er tilsyneladende stadig i internaliseringsfasen, da han ikke 
på egen hånd kan hæve parenteser og forkorte. 
EUX3 bliver ligeledes bedt om at beregne: ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?”. EUX3 efterlyser et taleksempel, da 
han har det svært med bogstaver, og han har svært ved at ændre fortegn når parentesen hæves. Eleven har 
en viden om det semiotiske system, som omhandler regningsarternes hierarki, men kan ikke anvende det 
instrumentelt når der også indgår parenteser. 
Elev EUX12 
EUX12 har svaret rigtigt på knap 46 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på to spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. 
I testen har EUX12 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
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EUX12: ”Jeg tror ikke jeg har fået af vide før, hvad en sædvanlig brøk er” 
Eleven får af vide, hvad en sædvanlig brøk er, og kan derefter godt regne opgaven.  
I testen har EUX12 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX12:”… du kan godt dividere minus en med minus en” 
Lærer: ”Ja, hvad giver det” 
EUX12: ”Minus en.” Pause. ”Hvis du har, hvis man skylder 1 krone væk til en person, så er det vel stadig en. 
Hvis det nu havde været 1 divideret med 1, uden der havde været minus, så havde det været 1” 
Efter lidt snak kan eleven huske, en regel om ”minus gange minus giver plus”. 
EUX12: ”… jeg kan huske det der at minus og minus giver plus” 
Lærer ”Ja, så hvad tænker du vi kan forkorte den ned til” 
Elev til sidst: ”Vi skal vel, det er heller ikke bare 1. 
Lærer: ”Nej, eller det kommer an på, hvad du mener med bare 1. Hvad er der tilbage, hvis vi forkorter?” 
EUX12: ”Det bliver 𝑎𝑏 der, det står bare der” 
Lærer ”Prøv at skriv, skriv hvad du tænker” 
EUX12: ”Jeg ved ikke, hvad jeg tænker. Så vil jeg bare have sagt plus 1” 
Lærer: ”Ja, prøv at skriv” 
EUX12: ”1𝑎𝑏, nu bliver jeg lidt i tvivl, fordi nu er der a og b, så kan der lige så godt være 2a og b, og sådan en 
af hver. Så nu hælder jeg mere til 2𝑎𝑏.” 
Eleven kan med hjælp genkalde sig en instrumentel regel, og anvende den. Desværre skelner eleven heller 
ikke mellem division og multiplikation. Det blev ikke afdækket, hvorfor han til sidst ville have facit skulle være 
2𝑎𝑏. 
EUX12 bliver også bedt om at regne: ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?”. EUX12 konkluderer, at 𝑎 + 𝑏 = 𝑎𝑏. Det 
virker som om, at eleven har dannet sig et begrebsbillede hvor 𝑎 + 𝑏 jo skal give noget. Ifølge (Tall & Vinner, 
1981) bliver sådan et begrebsbillede en potentiel konflikt faktor. 
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Elev EUX20 
EUX20 har svaret rigtigt på 37 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på tre spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? Er 𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? 
EUX20 har svaret 0 til spørgsmålet: Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)? 
Lærer: ”Prøv at skrive den opgave” 
EUX20: ”Behøver jeg skrive, hvad er?” 
Lærer: ”Nej, det gør du ikke” 
Eleven skriver opgaven. 
Lærer: ”Den fik du til nul sidst” 
EUX20: ”Ja, og det ved jeg ikke helt hvorfor, men altså vi skal regne parentesen først i hvert fald. Og så siger 
vi a minus b, øh, det kan man vel ikke rigtigt på en måde, og så siger vi a plus b bagefter. Så hvis vi siger at vi 
har, den nedre skala, hvis vi siger der er nul her og så sætter vi nedad, det giver ikke rigtig mening, sådan for 
dig nok, men det passer nok meget godt oppe i mit hoved. Og så siger vi, så lægger vi a plus, eller a til, og så 
får vi nul, og så lægger vi b til også, og så får vi også nul” 
Lærer: ”Okay” 
EUX20: ”Og så nul plus nul til sidst” 
 
Eleven skelner ikke mellem store og små bogstaver. Han kan ikke hæve parentesen korrekt, derfor får han 
nul, når han lægger det første 𝑏 til det 𝑏 der står i parentesen. Eleven er bevist om, at han har lavet sit eget 
begrebsbillede i forhold til regning med negative tal. 
Elev EUX24 
EUX24 har svaret rigtigt på 41 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på to spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? 
Uden at vide, han har svaret rigtigt, bliver eleven bedt om at svare på spørgsmålet, hvad er 0 + 𝑥?” 
Lærer: ”Hvad er 0 + 𝑥?” 
EUX24: ”0+𝑥 det er 0” 
Lærer: ”Hvorfor?” 
EUX24: ”Fordi at øh” pause ”eller 1 jeg vil sige det er 1 eller ikke bare x, fordi at 0 det er jo bare 0 og x det er 
bare x, og så er det jo bare” 
 
Eleven har en usikker symbolbehandling. 
EUX24 har svaret 2𝑎 − 2𝑏 til spørgsmålet: Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? 
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Lærer: ”Prøv at skrive det næste ned a plus b minus a minus b” 
EUX24: ”Det er 2a, det er 𝑎 + 𝑎 det er 2𝑎 minus… det bare 2𝑎” 
 
Eleven skelner ikke konsekvent mellem addition og subtraktion, elevens begrebsbillede af subtraktion og 
addition af symboler er ikke konsekvent.  
I testen har EUX24 ikke angivet noget svar på spørgsmål 34. Han blev bedt om, at redegøre for, hvordan han 
ville forsøge at løse opgaven. 
Lærer: ”Så er der opgave 34 prøv at skrive den ned” 
EUX24: ” 4 + n - 2 plus fem er lig med 11 plus tre plus 5, så tag man først på den ene side af lighedstegnet, 
eller der skal stå det samme på hver sin side af lighedstegnet” 
Lærer: ”Ja” 
EUX24: ”11 + 3 er 14 plus 5 det er 19. Så der skal også stå 19 over på den anden side. Så er det 5 plus 2, det 
giver 7 og 7 minus et eller andet skal give 19. Og 7 minus, 26, 4 plus 22 det giver 26” 
Lærer ”Så du får n er lig?” 
EUX24: ”26” 
 
Eleven læser 4 + 𝑛 − 2 + 5 bagfra og opfatter ikke at der står −2 + 5, men læser det som −(2 + 5) = −7. 
Eleven forsøger ved hovedregning at regne sig frem til, hvornår venstresiden af ligningen giver 19, som er det 
resultat han har fået på højre side af lighedstegnet. Det ses her, at elevens begrebsbillede også er svagt i 
forhold til subtraktion og addition i ligninger. Ligeledes er elevens begrebsbillede af lighedstegnet svagt, i det 
han ikke har et problem med at skrive 11 + 3 + 5 = 𝑛 = 26. 
Elev HHX 9 
HHX9 har svaret rigtigt på 38 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på 6 spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? Bestem n når: 
4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64. Er 
𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? 
Men i ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 har eleven svaret 𝑥 = 108 
Lærer: ”Hvordan vil du løse ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15?” 
HHX9: ”Vi skal have samlet tallene på den ene side.” Eleven kommer da frem til følgende: 
HHX9: ”Vi skal så have x’erne herover.” Peger på venstre side af lighedstegnet, og eleven skriver følgende 
7𝑥 − 13𝑥 = 18 
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og videre 
  
HHX9: ”For at finde x skal vi fjerne −6 dvs 𝑥 = 18 ∙ −6  
Lang pause... 
HHX9: ”Må jeg ikke starte forfra og samle x’erne på den anden side?” 
Lærer: ”Jo, det må du godt.” 
Eleven kan indledende alle de instrumentelle ting indenfor løsning af ligninger, men hans konsekvente fejl er, 
at han har opfattet at hvis −𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏 så er 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑎.  
Læreren spørger herefter, om 𝑥 = 10 er en løsning til ligningen. Eleven har ingen anelse om, hvad han skal 
svare – han ved ganske enkelt ikke hvad det vil sige, at ’noget’ er en løsning til en ligning og har ingen 
relationel forståelse indenfor ligninger. Elevens begrebsbillede af ligninger er meget svagt. 
Elev HHX 20 
HHX20 har svaret rigtigt på 45 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på 8 spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? 
Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64. Løs ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 +
15. Er x=10 en løsning til 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15? 
Til spørgsmålet: ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?” har eleven svaret 0. 
Lærer: ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?” 
HHX20: ”Det er en minusparentes og så skal man ændre fortegnet inde i parentesen”. 
Eleven skriver (også spørgsmålstegnet): 
𝑎 + 𝑏 − (𝑎 + 𝑏)? 
Lærer: ”Nu har du ændret fortegnet inde i parentesen, men parentesen er der stadig?” 
HHX20: ”Ja” 
Lærer: ”Men så står der jo ikke det samme?” 
HHX20: ”Hmm...Nej... Skal jeg så fjerne parentesen?” 
Lærer: ”Ja” 
Eleven skriver nu: 
𝑎 + 𝑏 − 𝑎 + 𝑏? 
HHX20: ”Nå, okay. 𝑎 + 𝑏 giver 𝑎𝑏 dvs 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 = 0𝑎𝑏” 
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Lærer: ”Hmm... Hvorfor er 𝑎 + 𝑏 = 𝑎𝑏?” 
HHX20: ”Det ved jeg ikke. Det synes jeg bare jeg kan huske... Nej, jeg forstår ikke det der med a og b. Kan vi 
ikke prøve med nogle tal?” 
Lærer: ”Jo. Lad os antage, at 𝑎 = 7 og 𝑏 = 2” 
Eleven skriver: 
7 + 2 − (7 − 2) 
og regner sig frem til: 
7 + 2 − 7 + 2 
og videre 
9 − 9 = 0 
Lærer: ”Nej det er ikke rigtigt.” 
Eleven kan ikke forstå, at −7 + 2 ikke giver 9 for 7 og −2 hører jo sammen. De startede med at stå i den 
samme parentes. Han har slet ikke forstået, at han har hævet minusparentesen og efterlyser nogle 
regneregler indenfor parenteser. Derudover er det bemærkelsesværdigt, at han i starten af opgaven skrev 
spørgsmålstegnet med i sine udregninger. Han har udfordringer både indenfor instrumentel og relationel 
forståelse af ligningsløsning.  
Som EUX3 har HHX20 en viden om det semiotiske system, som omhandler regningsarternes hierarki, men 
kan ikke anvende det instrumentelt når der også indgår parenteser. Som EUX12 konkluderer HHX20, at 
𝑎 + 𝑏 = 𝑎𝑏. Det virker som om, at eleverne har dannet sig et begrebsbillede idet 𝑎 + 𝑏 jo skal give noget. 
Ifølge (Tall & Vinner, 1981) bliver sådan et begrebsbillede en potentiel konflikt faktor. 
Elev HTX 10 
Lærer: ”Hvordan forstår du spørgsmålet 0+x? ” 
Eleven har her svaret 0. 
HTX10: ”Der står hvad er 0 plus x, så altså, hvad er x’et? Dvs. 0 (lettere spørgende i tonen)” 
Eleven virker ikke helt sikker på hvad der egentlig menes med spørgsmålet, og er meget usikker på svaret. 
Eleven tror at fordi der indgår et x i spørgsmålet er formålet at finde ud af hvad x’et faktisk er, selvom der 
ikke er noget lighedstegn. Lignende usikkerheder fremkommer, når eleven bliver konfronteret med for 
eksempel 𝑥 − 𝑥 og 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏. I alle tilfælde kan HTX10 eleven dog sagtens læse spørgsmålene korrekt 
op, eksempelvis ”a plus b minus a minus b” så problemet består ikke i læsevanskeligheder. 
Lærer: ”Hvad står der i spørgsmål 16?”  
Spørgsmålet lyder hvad er 
5
5
a
a
, hvor eleven har svaret: Ved ikke. 
HTX10: ”Der står a i femte delt med a i femte. Men jeg har ikke regnet med noget i femte før, jeg har kun 
prøvet at regne med noget i anden og i tredje, så jeg ved ikke hvad jeg skal gøre.” 
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Eleven udviser her at spørgsmålet egentlig bliver forstået nogenlunde, og der er ikke tvivl om at brøkstregen 
betyder at der skal ske en division, samt at a’et skal opløftes i 5. Problemet er at eleven her ikke har nogen 
”regel” der forklarer hvad der skal ske. Eleven kan godt forklare at a i anden betyder at a skal ganges med sig 
selv, men eleven kan ikke komme frem til, at med samme regel så skal a ganges med sig selv 5 gange, når 
eksponenten er 5, dvs. det at noget er opløftet måske bliver opfattet mere som en proces snarende end et 
objekt (Sfard, 1991). Eleven svarer også at 2 delt med 2 giver 1, men kan ikke rationalisere sig frem til at det 
har nogen betydning for hvordan brøken regnes ud. Dette virker som et klassisk eksempel på at eleven har 
en basal instrumentel forståelse for hvordan man regner med brøker, men ingen relationel, slet lige formel 
forståelse for divisionsbegrebet (Skemp, 1979). Desuden virker det til, i elevens begrebsbillede bliver tal og 
symboler ikke sidestillet (Dreyfus & Vinner, 1989). 
Lærer: ”Hvad med 4+n-2+5=11+3+5?”  
Her har eleven svaret 7. 
HTX10: ”Altså først vil jeg regne 11+3+5 ud og set hvad det giver, fordi begge sider skal jo give det samme. 
Og så har jeg sat 7 ind på n’s plads, og så giver det det samme på begge sider.” 
Eleven viser her en forståelse for at lighedstegnet betyder at det der står på begge sider skal være det 
samme, og starter med at fortælle at fremgangsmåden er at regne den ene side ud først. Herefter nævner 
eleven så at hvis man så sætter 7 ind på n’s plads så vil begge sider give det samme. Hvis 7 havde været et 
korrekt svar havde eleven jo ret. Derfor blev der på interviewtidspunktet ikke gået mere i detaljer med 
problemet. 
Lærer: ”Hvad så med 3x+20=x+64?” 
Her har eleven i testen svaret 56. 
HTX10: ”Altså her vil jeg samle x’erne på den ene side og de andre tal på den anden side.” 
Lærer: ”Hvordan vil du helt præcis gøre det? Bare forklar skridt for skridt?” 
HTX10: ”Altså først tager jeg et x, der er kun en fordi der ikke står et tal foran, og rykker om på den anden 
side så det bliver til 4x, det bliver til 4x fordi der står et usynligt + foran x’et. Bagefter tager jeg så de +20 og 
rykker om på den anden side af lighedstegnet så der kommer til at stå 64 minus 20, fordi + på den ene side 
bliver til minus når man rykker det om på den anden side. Så har jeg regnet det tal ud, og så får at finde en x 
skal man dividere med 4 på begge sider.” 
Her udviser eleven en ganske fin instrumentel forståelse af hvordan man løser en ligning. Dog opstår der 
flere problemer. Det første problem er når det ene x skal flyttes, eleven har et fast billede af der står et 
usynligt + foran x’et, og de 3x derfor bliver til 4x i stedet for 2x. I stort set samme sætning nævner eleven dog 
at +20 bliver til -20 når det flyttes, og selv her opdager eleven ikke der er noget galt, faktisk får eleven meget 
kort tid efter igen gentaget det med det usynlige plus der gør det bliver 4x. Dette virker som et oplagt 
eksempel på at eleven har dannet sig et begrebsbillede der trumfer et andet begrebsbillede. I dette tilfældet 
er begrebet om det usynlige plus så stærkt hos eleven at det trumfer regnereglen om at + bliver til minus. 
Ifølge (Tall & Vinner, 1981) er sådan et begrebsbillede en potentiel konflikt faktor, og i dette tilfælde bliver 
konflikten slet ikke udløst hos eleven, og det kan derfor være nødvendigt at konfrontere eleven med 
problematikken for at udløse en egentlig kognitiv konflikt. Eleven virkede desuden ikke spor bekymret over 
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at sige til sidste; ”og så bliver x seksoghalvtreds”, der var ingen fornemmelse af at når man dividerede et 
tocifret tal med 4 at det var et problem at det kunne blive 56.  
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Resultat af diagnosticeringen 
I dette afsnit vil resultaterne af diagnosticeringerne blive præsenteret i skemaer præsenteret i Tabel 2 til 
Tabel 5. 
Elev EUX3 EUX12 
Forståelse af 
symbolernes 
betydning 
Har svært ved at hæve parenteser med 
negativt fortegn. Har problemer med 
brøker. Er ikke hel skarp på, hvad der 
f.eks. menes med 𝑎5, laver det om til 5𝑎.  
Eleven er ikke klar over, der er 
forskel på 𝑎 + 𝑏, 𝑎𝑏 og 
𝑎
𝑏
. Har 
meget svært ved at regne med 
symboler. Kender ikke begrebet 
en sædvanlig brøk. Kan ikke hæve 
parenteser med negativt fortegn. 
Fortegn (usynlige 
tegn) 
Begge har problemer med negative fortegn. 
Ligningsløsning – 
instrumentel 
(talligninger) 
Kan løse simple ligninger, men det tager 
tid.  
Kan i testen løse en af ligningerne 
korrekt. Reducerer 𝑥 − 𝑥 forkert 
og får 𝑥. 
Ligningsløsning – 
relationel (tekst-
ligninger) 
I testen misforstår begge elever hvad udtrykket 6 · 𝑃 = 𝑆, udtrykker om 
sammenhængen mellem S og P. Der blev ikke efterfølgende brugt tid på 
relationelle ligninger i diagnosticeringen af EUX3. EUX12 kan godt løse simple 
tekstligninger, men har svært ved at opskrive ligningerne med symboler. 
Konklusion Begge elever har en dårlig instrumentel forståelse (Skemp, 1976). De er ikke i 
stand til at lave conversion mellem et monofunktionelt og multifunktionelt 
register. EUX12 kan dog godt arbejde både i det monofunktionelle og 
multifunktionelle register. (Duval, 2006). I forhold til symbol- og 
formalismekompetencen er eleverne ikke i stand til at anvende tal og 
specielt ikke symboler præcist. De har derfor svært ved at formidle forhold af 
matematisk karakter i et præcist matematisk symbolsprog. 
TABEL 2 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA EUX3 OG EUX12 
  
  52/204 
 
 
Elev EUX20 EUX24 
Forståelse af 
symbolernes 
betydning 
Kan ikke hæve parenteser med negativt 
fortegn. Reducerer 
𝑎5
𝑎5
 til a. Får både 
𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏 og 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏) til 0. 
Har meget svært ved 
bogstavregning. Parenteser 
volder problemer. Kan ikke 
reducere brøker korrekt. 
Fortegn (usynlige 
tegn) 
Har problemer med fortegn og usynlige plusser. 
Ligningsløsning – 
instrumentel 
(talligninger) 
Har svært ved ligningsløsning. Ved godt 
man skal gøre det samme på begge sider 
af lighedstegnet, men flytter forskellige 
led frem og tilbage, uden systematik. 
Kan løse simple ligninger 
instrumentelt (Skemp, 1976) 
Ligningsløsning – 
relationel (tekst-
ligninger) 
Der blev ikke brugt tid på relationelle ligninger i diagnosticeringen af disse 
elever. 
Konklusion Begge elever har en dårlig instrumentel forståelse af ligningsløsning. 
(Skemp, 1976). EUX20 kan ikke regne med potenser og EUX24 har desuden 
dårlig instrumentel forståelse af symboler. I forhold til symbol- og 
formalismekompetencen er EUX20 og EUX24 heller ikke i stand til at 
anvende tal og specielt ikke symboler præcist. De har derfor svært ved at 
formidle forhold af matematisk karakter i et præcist matematisk 
symbolsprog. 
TABEL 3 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA EUX20 OG EUX24 
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Elev HHX9 
Forståelse af 
symbolernes betydning 
Indenfor ligningsløsning er der ingen problemer med symbolernes 
betydning, men der er problemer med den relationelle forståelse.  
Fortegn (usynlige tegn) Har problemer hvis han kommer frem til −𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏 vil så hellere løse 
ligningen igen og komme frem til −𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑥 
Ligningsløsning – 
instrumentel 
(talligninger) 
Kan løse ligninger instrumentelt. Han har dog selv lavet sin egen 
forkerte regneregel, at hvis −𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏 så er 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑎 
Ligningsløsning – 
relationel (tekst-
ligninger) 
I opgaven 6 ∙ 𝑃 = 𝑆 konkluderer han, at ”der er 6 gange så mange 
professorer som der er elever. eller 6  lærer svare til en elev.” Der blev 
kun brugt lidt tid på relationelle ligninger i diagnosticeringen og logisk 
forståelse i løsning af tekstligninger. 
Konklusion Eleven har en instrumentel forståelse, men ingen relationel forståelse 
(Skemp, 1976). Han har en individuel begrebsbillede der er forskellig 
fra den formelle begrebs definition (Tall & Vinner, 1981). I forhold til 
symbol- og formalismekompetencen har eleven svært ved at 
oversætte mellem matematisk symbolsprog og dagligt sprog. 
 HHX20 
Forståelse af 
symbolernes betydning 
Eleven har problemer med algebra. Er usikker over hvad der menes 
med 𝑎 + 𝑏, 𝑎𝑏 og 
𝑎
𝑏
. Har meget svært ved at regne med symboler. 
Fortegn (usynlige tegn) Har svært ved at hæve parenteser med negativt fortegn. Har i øvrigt 
svært ved subtraktion af negative tal. 
Ligningsløsning – 
instrumentel 
(talligninger) 
Kan godt løse simple ligninger og har en fin instrumentel og relationel 
forståelse indenfor dette, men mangler den logisk/formelle forståelse 
(Skemp, 1976). 
Ligningsløsning – 
relationel (tekstligninger) 
Der blev ikke brugt tid på relationelle ligninger i diagnosticeringen af 
denne elev. 
Konklusion Har kendskab til det semiotiske system, som omhandler 
regningsarternes hierarki, men har en snublesten i forhold til 
minusparenteser. Har desuden dannet et begrebsbillede af 
subtraktion, der giver problemer når der subtraheres med negative 
tal (Tall & Vinner, 1981). I forhold til symbol- og 
formalismekompetencen har eleven svært ved at anvende 
symbolsprog til løsning af problemer med matematisk indhold. 
TABEL 4 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA HHX9 OG HHX20 
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Elev HTX10 
Forståelse af 
symbolernes betydning 
Har tilsyneladende ingen problemer med hvad der menes med de 
forskellige tegn rent instrumentelt, men der mangler i visse tilfælde 
relationel forståelse. 
Fortegn (usynlige tegn) Eleven viste i starten store problemer med det usynlige plus. Efter 
samtale om problemet virkede eleven dog væsentlig mere sikker med 
et lignende problem. 
Ligningsløsning – 
instrumentel 
(talligninger) 
Eleven var til at starte med rimelig skråsikker i at forklare hvad der 
skulle ske når man skulle løse en ligning, nemlig samle x’erne på en 
side og resten på den anden og dividere ned til en x. Rent praktisk 
voldte det dog problemer. 
Ligningsløsning – 
relationel (tekst-
ligninger) 
Der blev ikke brugt meget tid på relationelle ligninger i 
diagnosticeringen af denne elev, men eleven virkede til at have en 
begyndende relationel forståelse af ligningerne. 
Konklusion Eleven udviser i mange tilfælde en stor instrumentel forståelse. Dog 
bliver visse processor kompliceret af elevens begrebsbillede (Skemp, 
1976). Eksempelvis med det usynlige plus. Derudover viser eleven at 
der med symboler kun er opnået en processuel kompetence, det er 
ikke reitificeret som et egentligt begreb (Sfard, 1991). 
I forhold til symbol- og formalismekompetencen har eleven svært ved 
at formulere sig i og skifte mellem det matematiske symbolsprog og 
det daglige skrevne eller talte sprog. 
TABEL 5 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA HTX10 
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Intervention og evaluering 
Det tredje trin i vejledningen er interventionen, hvor der tages hånd om elevens problemer. 
Elevsamtaler som intervention 
Vi har valgt at bruge elevsamtaler som intervention, da vi allerede under det første interview lagde mærke 
til, at eleverne virkede til at få noget ud af, bare at sætte ord på nogle af deres vanskeligheder. At eleverne 
fik sat ord på deres kognitive konflikter, så de kom frem i lyset og ikke bare lå i underbevidstheden (Tall & 
Vinner, 1981) var en hjælp for eleverne. Det blev også tydeligt, at de fleste af elevernes beherskelse af 
symbol- og formalismekompetencen var operationel på et ikke særlig højt niveau. De har ikke den 
strukturelle forståelse (Sfard, 1991).  De fleste matematikopgaver kan løses på mere end en måde. Det er 
vigtigt, at det er elevenes tanker der bestemmer retningen af opgaveløsningen, og at en intervention først er 
overstået, når eleven forstår, hvorfor en opgave er løst korrekt. Som lærer, kan man ubevidst få presset 
eleven til at acceptere begreber, eleven ikke har forstået (Davis, 1975).  
Vi har valgt at interveneringen skulle være forskellig på de tre uddannelser. På EUX og HHX blev der ved 
interveneringen taget udgangspunkt i spørgsmålene i bilag A2 side 172 og A3 side174. På EUX blev der 
mulighed for en ekstra intervention, med udgangspunkt i spørgsmålene på bilag A4 side 175. På HTX foregik 
interveneringen ved individuelle samtaler efter skoletid, primært med udgangspunkt i symbolspørgsmålene 
fra ”57 spørgsmål til professoren”, idet eleven kun svarede rigtigt på et spørgsmål. Der blev desuden snakket 
mere generelt om symboler og metoder til at håndtere opgaver der indeholdt symboler. 
Uddybende elevsamtaler 
Efter de indledende elevsamtaler blev der foretaget uddybende samtaler med eleverne for dels at kunne 
give noget vejledning, men også for at komme nærmere hvor elevernes problemer præcist lå. 
Vejledningen foregik ved, at eleverne først selv skulle regne opgaver og forklare hvad de tænkte. Hvis de ikke 
forstod eller kunne regne opgaven korrekt, fik de vejledning i at løse opgaverne. 
Opgaverne til intervention 1 på EUX og HHX, på bilag A2 side 172, er udarbejdet for at afhjælpe elevernes 
vanskeligheder ved at skelne mellem multiplikation og addition af symboler. Ligeledes var der fokus på at 
hæve parenteser, både den instrumentelle del, men også den logiske/formelle forståelse (Skemp, 1979). Til 
sidst var der en opgave der udfordrede elevernes evne til conversion og treatment mellem et billede, en 
tabel og et udtryk (Duval, 2006). Alle elever kunne hjælpes godt igennem de første opgaver. Eleverne gav 
udtryk for at få en forståelse af ”usynlige minusser og ettaler”. Sammenhængen mellem areal af to 
kvadrater, begge med sidelængden 𝑎 + 𝑏, men forskelligt angivet, og kvadratet på en toleddet størrelse gik 
ikke op for eleverne. Eleverne kunne godt omsætte billeder af fliser til en tabel og videre til et udtryk for 
sammenhængen mellem figur nr. og antallet af fliser. De havde nemt ved at se, at figur nr. skulle 
multipliceres med 4. Det var vanskeligere at få styr på, at man i den første af opgaverne, skulle subtrahere en 
konstant, fremfor at addere konstanten.  
Opgaverne til intervention 2 på EUX og HHX, på bilag A3 side174, er udarbejdet for at afhjælpe elevernes 
vanskeligheder ved ligningsløsning. Opgaverne er udarbejdet med inspiration fra (Filloy & Rojano, 1989), 
(Marlit, u.d.) og (Duval, 2006). I de første 6 opgaver skal eleverne løse ligninger rent instrumentelt. I de sidste 
4 opgaver skal eleverne foretage et registerskift fra et multifunktionelt diskursivt register til et 
monofunktionelt diskursivt register. EUX20 deltog ikke i denne intervention, da han ikke kunne undværes i 
undervisningen. Det gik hurtigt op for eleverne at de første ligninger var forskellige opskrivninger af samme 
udtryk. Som det ses i transskriberingerne, er ligningsløsning ikke nemt for disse elever. 
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Uddybende samtale med elev EUX3 
Vi havde en fornemmelse af, at EUX3 havde større vanskeligheder end de øvrige EUX elever, derfor har vi 
valgt at transskribere hovedparten af intervention 2 med denne elev.  
Lærer: Jeg giver dig nogle ligninger du skal løse, og mens du løser dem, skal du forklare undervejs. 
EUX3: OK! 
Lærer: Den første ligning hedder 2𝑛 + 3 = 5𝑛 
Eleven skriver ligningen på sit papir.  
EUX3: Øhh – hvad går det ud på? 
Lærer: Det går ud på at bestemme 𝑛 således, at udsagnet bliver sandt. 
EUX3: Nå, okay!  
 
Eleven trækker så 2𝑛 fra, reducerer og dividerer med 3, og kommer frem til at 1 = 1𝑛. 
Eleven får den næste ligning: 3 + 2𝑛 = 5𝑛 
EUX3: Er det ikke bare det samme? 
Eleven bliver rigtig glad over, at kunne gennemskue, at det er den samme ligning som den forrige. 
Eleven får en ny ligning: 5𝑥 = 2𝑥 + 3 
Eleven genkender ikke denne ligning, men kommer uden hjælp frem til at 1𝑥 = 1. 
Eleven får endnu en ny ligning: 5𝑎 = 3 + 2𝑎 
Eleven trækker 2𝑎 fra på begge sider, så der står 5𝑎 − 2𝑎 = 3 og siger: ”Det er jo også bare det samme”. 
Eleven får en ny ligning: 3𝑥 − 8 = 1 − 4𝑥 
Igen starter han meget instrumentelt med at sige: ”Så skal man vel rykke 1 derover og 3x derover?” og skriver 
så følgende:  
−8 − 1 = −4𝑥 − 3𝑥 
Og kommer videre frem til: 
−9 = −7𝑥 
EUX3: Kan man lave mere? 
Lærer: Ja, vi vil jo gerne finde 𝑥. Ligesom i de forrige opgaver skal du finde hvad 1𝑥 er. 
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Eleven ved ikke hvordan man får ”fjernet” −7 og får hjælp til at man skal dividere. 
EUX3: Så skal man vel dividere med 7. Dem begge to eller hva’? 
Eleven skriver følgende: 
7: −9 = −7𝑥: 7 
EUX3: 9 divideret med 7 det bliver til... 
Lærer: Det gør ikke noget at du ikke kan regne det ud. Bare skriv det op som en brøk.  
Det er nu rigtig svært for eleven. Dels at finde ud af hvorvidt det er 7 eller −9 der skal stå i tælleren hhv 
nævneren, og dels at bruge notationen 
−9
7
 i stedet for −9: 7. Det er helt sikkert nogle 
matematikvanskeligheder omkring symbolet , altså brøkstregen. 
 
Eleven får nu en sproglig opgave: Hvis man lægger to tal sammen får man 87. Det ene tal er 35 hvad er det 
andet? 
Eleven løser denne opgave ved at sige 35 + 35 = 70 og 87 − 70 = 17 (han skriver faktisk 70 − 87 = 17) og 
resultatet er 35 + 17. Han er ikke så god til hovedregning, så der går lidt tid. 
Eleven får endnu en sproglig opgave: Jeg tænker på et tal. Hvis jeg ganger det med 3 og trækker 17 fra får jeg 
22. Hvilket tal tænker jeg på? 
Eleven løser denne opgave ved at sige 22 + 17 = 39 og 
39
3
 og slutter med at sige, at han ikke kan udregne 
dette tal i hovedet. 
Eleven har vanskeligt ved at genkende forskellige semiotiske repræsentationer af brøkker/division. 
Opgaverne til den tredje intervention er udarbejdet for at komme rundt om grundlæggende talforståelse, 
(Markovits & Sowder, 1991) og er brugt som inspiration til de første fire opgaver. De sidste opgaver læner sig 
op ad udvalgte opgaver fra testen ”57 spørgsmål fra professoren”, specielt opgaver indenfor brøker. Den 
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tredje intervention blev udført, fordi elev EUX3 udviste manglende forståelse for forskellige semiotiske 
repræsentationer af brøker/division, og vi valgte derfor at undersøge, om det også gjaldt de øvrige elever. På 
spørgsmålet ”Er 1/4 og 0,4 det samme eller er de forskellige?” Kunne eleverne godt svare korrekt, idet de 
omregnede 1/4 til 25 %, som de vidste ikke var det samme som 0,4. EUX12 kunne ikke omregne 0,4 til en 
brøk, eleven har altså ikke den fulde forståelse for transformationen mellem en symbolsk repræsentation til 
en anden for det samme tal. (Markovits & Sowder, 1991). 
Eleverne havde svært ved spørgsmålet der lød: ” Er 1,7 og 1/7 ens eller er de forskellige?” De havde svært 
ved at vurdere, at 1/7 er mindre end 1. Problemet opstod tilsyneladende fordi eleverne ikke kunne omregne 
1/7 til procent, og hermed blev det svært for dem at afgøre om de to tal repræsenterede det samme tal. 
(Markovits & Sowder, 1991). De kunne godt ordne fire tal i rækkefølge, de havde lidt svært ved at vurdere 
om 
5
8
 var større eller mindre end ½. Til spørgsmålet ” Hvad giver 5 +
1
2
+ 0,5 =?” svarede de alle korrekt. 
Uddybende samtaler med elev HTX10 
Efter den det første interview med HTX10, fulgte en kort session, hvor det primære samtaleemne var hvad 
symbolerne betød. Der blev med udgangspunkt i ligninger og figurer bragt eksempler på banen med flere 
forskellige symboler (a, b, n, x et.al) hvor symbolerne indgik i forskellig kontekst. Nogle hvor symbolerne 
betød en ubekendt side, nogle hvor de var en konstant, og nogle hvori de indgik i ligninger. Derudover blev 
der snakket med eleven om hvilke regneregler man måtte bruge når der indgik symboler i. Desuden blev der 
snakket kort om problemløsning og at det var nødvendigt at danne sig et overblik over præcis hvad 
spørgsmålet gik ud på, samt i hvilken kontekst symbolerne indgik for bedre at vide hvordan de skulle 
behandles.  
Desuden blev eleven konfronteret med det usynlige plus, og hvordan man skulle være påpasselig med at 
bruge den slags huskeregler hvis der samtidig skulle laves andre matematiske operationer. 
Efter en halvanden uges tid med regulær undervisning blev eleven taget ind en kort session for at høre 
hvordan det gik. Til denne session kunne eleven ”pludselig” svare på spørgsmål som ”hvad er x-x” som til det 
første interview voldte store problemer, samtidig med at 
5
5
a
a
nu også blev løst problemfrit, dog voldte netop 
dette spørgsmål problemer under den afsluttende test som kan ses i Tabel 7. Eleven nævnte at det hjalp at 
tænke på symbolerne som et tal, og virkede i det hele taget mere sikker i måden at snakke om matematikken 
på. 
Endnu senere i forløbet blev eleven igen taget ind, denne gang for at løse ligninger der voldte problemer før. 
Den instrumentelle forståelse var nu blevet bedre, og ”usynlige plusser” voldte ikke længere problemer. Dog 
viste der sig en ny vanskelighed fra HTX10, ligninger med tal større end 10 der skulle regnes med i hovedet 
voldte store problemer. HTX10 var simpelthen ikke komfortabel med større tal og hvordan simple 
operationer skulle udføres på dem, der blev talt meget på fingre og blev oftest startet forfra fra 10’erne.  
Sammenholdt med det første interview hvor HTX10 uden tøven konkluderede at et tocifret tal delt med 4 
kunne give 56, kunne dette kraftigt tyde på at eleven har problemer med tallene. I (Mitchelmore & White, 
2004) bliver det beskrevet hvordan en ung elev lærer om begrebet (concept) tal gennem ”empircal 
abstraction” og det er lærerens fornemmelse at eleven HTX10 simpelthen endnu ikke er kommet igennem 
denne proces. HTX10 er også meget hurtigt til at gribe efter en lommeregner selv ved endog meget simple 
udregninger.  Dog virker det ikke til at denne snublesten spænder ben for at eleven kan lære om mere 
abstrakte matematiske begreber såsom ligninger. Fremadrettet vil det være fordelagtigt at tage en snak med 
eleven om disse problemer med tal. 
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Afsluttende test og evaluering 
For at undersøge om interventionerne havde afhjulpet nogle af de problemer vi havde afdækket hos 
eleverne, besluttede vi, at stille de 15 spørgsmål til eleverne igen. Samtidig valgte vi med inspiration fra 
(Markovits & Sowder, 1991) at stille yderligere 4 spørgsmål i talforståelse.  
På Figur 19 ses de 4 spørgsmål. 
 
FIGUR 19 - 4 SPØRGSMÅL TIL AFSLUTTENDE TEST 
Da vi gav disse 4 spørgsmål til EUX-klassen og HHX-klassen svarede de alle korrekt på første spørgsmål. Der 
var tre elever der ikke kunne svare på spørgsmål 2. Ingen af disse elever har deltaget i vejledningen.  
Spørgsmålet om at ordne tallene fra størst til mindst er der 12 elever der svarer forkert til. Halvdelen af disse 
ordner tallene fra mindst til størst.  Det sidste spørgsmål er der en HHX elev, som mener ikke kan besvares. 
Denne elev fik tilbudt vejledning, men mente ikke selv han havde problemer. Resten svarer korrekt. 
I de følgende diagrammer er de første 4 spørgsmål ikke inkluderet, her er kun medtaget de spørgsmål, som 
også blev stillet i første omgang. De elever som kun har deltaget i en af de to test er heller ikke medtaget. Af 
de 8 elever på EUX og HHX som har modtaget vejledning har de 7 deltaget i begge test. Det var desværre ikke 
muligt at give testen til HTX-klassen, men HTX10 besvarede også testen. 
På Figur 20 og Figur 21 ses antallet af rigtige, eleverne på henholdsvis EUX og HHX har, indenfor de 15 
udvalgte spørgsmål der omhandler symbol- og formalismekompetencen. De blå søjler viser antal rigtige før 
diagnosticering og intervention, de røde søjler viser antallet af rigtige efter intervention. Det ses, at 
hovedparten af eleverne på både EUX og HHX har flyttet sig i positiv retning.  
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FIGUR 20 - AFSLUTTENDE TEST EUX 
 
Der er 22 elever på EUX som deltog i begge test. Medianen for de elever der deltog i begge tests, var 4 ved 
den indledende test og 8 ved den afsluttende test. 
På HHX var der 19 elever der deltog begge gange. Medianen for de elever der deltog i begge tests, var 6 ved 
den indledende test og 8 ved den afsluttende test. 
 
FIGUR 21 - AFSLUTTENDE TEST HHX 
 
For at tydeligøre forskellen på før og efter, kan man på Figur 22 og Figur 23, se forskellen i antallet af rigtige 
før og efter testen blev givet. På Figur 22, ses tydeligt en forskel i antallet af rigtige før og efter vejledning i 
EUX-klassen. 
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FIGUR 22 - EUX FORSKEL PÅ FØR OG EFTER 
På EUX er det eleverne 3, 12, 20 og 24 der har deltaget i vejledningen, alle disse 4 elever har flyttet sig 
markant i den rigtige retning. EUX3 har svaret rigtig på 6 spørgsmål mere, EUX12 og EUX24 på 7 spørgsmål 
mere. EUX20 har svaret rigtig på 5 spørgsmål mere, og har således ikke flyttet sig helt så meget som de andre 
elever. Han har kun haft mulighed for at deltage i 2 ud af 3 vejledningssamtaler.  
EUX19, som denne gang har færre rigtige, havde problemer med sin computer, og han kunne derfor ikke nå 
at svare på alle spørgsmålene inden for den fastsatte tid. EUX25, har denne gang kun en rigtig mod sidst to 
rigtige. Denne elev er ikke blevet tilbudt at deltage i vejledningen, da han formodentlig ikke er i stand til at 
gennemføre uddannelsen. Vi har en formodning om, at han skifter over på ordinær EUD forløb. At EUX16 har 
tre færre rigtige denne gang, er meget overraskende, vi har ingen forklaring på dette. EUX6 og EUX13 er to 
fagligt svage elever, som på bemærkelsesvis i testen har flyttet sig lige så meget som de 4 elever der har 
modtaget vejledning. Vi har som lærere en formodning om, at de har kigget over skulderen på naboen. 
EUX14 har i den generelle undervisning rykket sig, han har stor glæde af gruppearbejde med fagligt stærkere 
elever. 
På Figur 23, ses tydeligt forskellen i antallet af rigtige før og efter vejledning i HHX klassen. 
 
FIGUR 23 - HHX FORSKEL FØR OG EFTER 
På HHX er det eleverne 9, 20 og 26 der har deltaget i vejledningen. HHX9 har svaret rigtigt på et spørgsmål 
færre og HHX20 på to flere. Eventuelle årsager hertil uddybes efter tabel 7.  At eleverne HHX3, HHX19 og 
HHX23 har klaret disse spørgsmål dårligere end sidste gang, er der umiddelbart ingen forklaring på. Elev 
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HHX26 har deltaget i vejledningen, men omtales som tidligere nævnt ikke her i projektet, har klaret 6 flere 
spørgsmål rigtigt.  
For at undersøge, hvilke spørgsmål de elever, som har modtaget vejledning kan svare på, har vi udarbejdet 
Tabel 6 og Tabel 7, hvor man kan se spørgsmålene, og hvordan eleverne svarer i første og anden test. 
Tabellerne er delt i to, Tabel 6 for EUX og Tabel 7 for HHX og HTX. 
 EUX 
 3 før 3 efter 12 før 12 efter 20 før 20 efter 24 før 24 efter 
Hvad er 0 + 𝑥? x x X x   x x x 
Hvad er 𝑥 − 𝑥? x x     x x   x 
Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? x x     x x   x 
Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?   x             
Hvad er 
𝑎5
𝑎5
?   x   x   x x x 
Hvis P er…: 6 · 𝑃 = 𝑆?   x       x     
Hvornår er de to udtryk 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 og 
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 lig hinanden?                 
Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5    x X x         
Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64   x   x   x   x 
Løs ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15       x         
Er x=10 en løsning til 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15?       x   x   x 
Opskriv 
1/2
1/4
 og 
2,1
4,1
 som sædvanlige brøker       x       x 
Er 𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1?   x   x x x   x 
Hvad er 
𝑎·(−1)
𝑏·(−1)
?       x       x 
Hvad er 
3𝑥−1
−3𝑥+1
?                 
Antal rigtige i symbol- og formalisme 3 9 2 9 3 8 2 9 
TABEL 6 - TEST AF EUX ELEVER FØR OG EFTER INTERVENTION 
De spørgsmål de 4 elever på EUX kunne svare rigtigt på i første test, svarer de også rigtigt på i anden test. 
Alle 4 elever er nu i stand til at reducere 
𝑎5
𝑎5
 korrekt. Det bliver tydeligt at EUX eleverne stadig har problemer 
med parenteser i det kun EUX3 kan hæve parentesen korrekt i spørgsmålet ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?”. Ser 
man på spørgsmålet om ”sædvanlige brøker” kan alle 4 elever nu omregne 
2,1
4,1
 korrekt, men to af dem har 
ikke fanget hvordan 
1/2
1/4
 kan omskrives, så elevernes grundlæggende talforståelse i forhold til brøker er blevet 
bedre. I den tredje intervention lærte eleverne en metode til at undersøge om et udtryk er falsk, og det har 
de sandsynligvis benyttet til besvarelse af spørgsmålet ” Er 
𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1?”, hvor de nu alle svarer korrekt.  
Alle 4 EUX elever var glade for at deltage i projektet. I forbindelse med de to sidste interventioner, gav 
mange af de øvrige EUX elever udtryk for, at også gerne ville deltage. 
EUX3 synes alle elever bør have denne mulighed. Eleven var glad for forløbet, det at få italesat problemerne 
og efterfølgende få vejledning synes han flyttede ham, og det kan man se, han har ret i. Elevens 
instrumentelle forståelse (Skemp, 1976) har hel klart flyttet sig, om der på nogle punkter er kommet 
relationel forståelse er svært at sige.  (Skemp, 1976). Selv om der ikke er brugt tid på relationelle ligninger 
med denne elev, kan han nu konvertere mellem et multifunktionelt og monofunktionelt register.  (Duval, 
2006) 
  63/204 
 
EUX12 er under forløbet blevet i stand til at løse ligninger instrumentelt (Skemp, 1976). Han har fået en langt 
bedre forståelse af symboler. Det er tankevækkende at han kan løse ligninger, men reducerer udtrykket 
”𝑥 − 𝑥” til ”𝑥”. Noget kan tyde på at denne elev har et problem i kondenseringsfasen, idet han kan udføre 
aktive processer, men ikke helt har forstået det abstrakte objekt. (Sfard, 1991) 
EUX20 er nu i stand til at regne med potenser. Han er blevet bedre til ligningsløsning, men mangler stadig 
noget rutine. Eleven har en logisk forståelse i løsning af tekstligninger (Skemp, 1979) og kunne til sidst i 
forløbet konvertere mellem et monofunktionelt og multifunktionelt register. (Duval, 2006) 
EUX24 udviklede sig under forløbet specielt inden for ligningsløsning. Hvor eleven i starten kun kunne løse 
enkle ligninger instrumentelt, udtrykte eleven til sidst i vejledningsforløbet en logisk forståelse i løsning af 
tekstligninger (Skemp, 1979) og kunne til sidst i forløbet lave en konvertering mellem et monofunktionelt og 
multifunktionelt register. (Duval, 2006) 
Der har ikke i interventionerne været spørgsmål der minder om ”Hvornår er de to udtryk 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 og 
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 lig hinanden?” og ”Hvad er 
3𝑥−1
−3𝑥+1
?”, dette gælder på alle tre uddannelser, derfor er det ikke 
underligt at ingen af vores elever kan svare rigtigt på disse to spørgsmål. 
 HHX HTX 
  9 før 9 efter 20 før 20 efter 10 før 10 efter 
Hvad er 0 + 𝑥?   x x  x 
Hvad er 𝑥 − 𝑥? x x x x  x 
Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? x  x x x x 
Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?       
Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? x  x x   
Hvis P er…: 6 · 𝑃 = 𝑆?    x   
Hvornår er de to udtryk 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 og 
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 lig hinanden? 
      
Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5  x x x x  x 
Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64 x x x x  x 
Løs ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15   x x  x 
Er x=10 en løsning til 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15?  x x x  x 
Opskriv 
1/2
1/4
 og 
2,1
4,1
 som sædvanlige brøker       
Er 
𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? x x  x  x 
Hvad er 
𝑎·(−1)
𝑏·(−1)
?      x 
Hvad er 
3𝑥−1
−3𝑥+1
?       
Antal rigtige i symbol- og formalisme 6 5 8 10 1 9 
TABEL 7 - TEST AF HHX OG HTX ELEV(ER) FØR OG EFTER INTERVENTION 
Begge HHX elever er glade for at deltage i projektet. De synes, det er givtigt at få talt alene med læreren om 
deres snublesten. Der deltager desuden to elever mere i projektet, men deres resultater fremhæves, som 
tidligere nævnt, ikke her i rapporten. Desuden er der nu flere HHX-elever fra klassen der rigtig gerne vil med i 
projektet. 
HHX9 havde en færre rigtig end sidst, men han har svaret rigtigt på hvorvidt ’x=10 er en løsning til ligningen 
7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15’, hvilket han ikke havde nogen anelse om før interventionen. Første gang han løste 
ligningen svarede han, at 𝑥 = 108, denne gang har han sprunget spørgsmålet over. Han har dog stadig 
problemer med den relationelle forståelse, idet han stadig ikke kan svare på sammenhængen i udtrykket 
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6 ∙ 𝑃 = 𝑆, her er hans svar ”der er 6 gange proffesorer til at alle studenterne”. Men det er ikke så underligt, 
da der primært har været fokus på ’treatment’ og ikke ’conversion’. (Duval, 2006) Det ser dog stadig ud som 
om, at det er ’minus’ der volder ham problemer. Hans snublesten består i, at hvis x’erne samles på venstre 
side af lighedstegnet, og dette bliver negativt, så skal man gange for at bestemme x. Han kan godt løse 
ligninger af formen 𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏 hvis 𝑎 er positiv, men hvis 𝑎 er negativ går det galt, så har han lavet sin egen 
regel om, at man så skal gange med 𝑎. Vi ser også, at der nu måske er kommet en konflikt, idet han efter 
interventionen svarer forkert på spørgsmålet om ’Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏?’ 
HHX20 havde to flere rigtige end sidst. I spørgsmålet om sammenhængen mellem 𝑆 og 𝑃 i udtrykket 
6 ∙ 𝑃 = 𝑆, var hans svar ved første test ”at 6 gange af professorer er = antalet af studerende” og efter anden 
test var hans svar ” Der er 6 gange så mange elever, som der er professorer”. Han behersker både treatments 
og conversion indenfor ligninger og kan fint lave en konvertering mellem et monofunktionelt og 
multifunktionelt register. (Duval, 2006). Han har dog problemer indenfor det semiotiske system ’algebra’, 
idet han stadig svarer forkert på spørgsmålet ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?”. I den første test var elevens svar 
’0’, her i anden test var hans svar 2𝑎.  
HTX10 rykkede sig gevaldigt i forståelsen af hvad symbolerne betød, samt hvad der egentlig blev spurgt om i 
spørgsmålene under interviews og interventionen. Eleven har stadig store problemer med regning af tal, og 
der er mange matematiske begreber eleven stadig ikke er bekendt med, såsom a i femte. Eleven viste dog 
stor fremgang i forståelsen af symbolerne, og gik fra helt at give op på en ligning til at kunne løse den 
instrumentelt (Skemp, 1976). Eleven mangler dog stadig den evne til at kunne konvertere f.eks. ligningen 
med professorer og studerende til en egentlig forståelse af hvad det betyder, dvs. en manglende evne til at 
konvertere fra et monofunktionelt til et multifunktionelt register, men da vejledningen primært har 
fokuseret på behandlinger (treatments) i det monofunktionelle register kommer dette ikke som en stor 
overraskelse (Duval, 2006). Eleven var desuden meget tilfreds med at modtage vejledning og syntes selv at 
det hjalp til at få bedre styr på den daglige undervisning. 
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Konklusion 
Ud fra den indledende diagnostiske test var det hurtigt at se, at vores formodning at eleverne på tværs af 
uddannelserne havde svært ved symbol- og formalismekompetencen, var rigtig. Desuden var der en klar 
tendens til, at eleverne, på tværs af uddannelserne, havde svært ved de samme typer af spørgsmål. 
Ud fra de første interviews, blev det dog hurtigt klart, at den individuelle elevs begrebsvanskelighed er vidt 
forskellige. Af samme årsag blev individuelle samtaler valgt som intervention-form.  
Elevernes begrebslæringsvanskeligheder i forhold til symbol- og formalismekompetencen, stammer dels fra 
svage eller egne begrebsbilleder, der er forskellig fra de formelle begrebs definitioner, for eksempel i forhold 
til regning med negative tal, lighedstegnet, ligningsløsning og sidestilling af regning med tal og symboler. 
Nogle af vores elever har kendskab til det semiotiske system, som omhandler regningsarternes hierarki, men 
har en snublesten i forhold til minusparenteser. En enkelt elev har desuden dannet et begrebsbillede af 
subtraktion, der giver problemer når der subtraheres med negative tal. 
En del af vores elever har ligeledes en meget dårlig instrumentel forståelse for regning med brøker og 
ligningsløsning. 
Hovedparten af de udvalgte elever er ikke i stand til at lave conversion mellem et monofunktionelt og 
multifunktionelt register. Enkelte af eleverne kan dog godt arbejde både i det monofunktionelle og 
multifunktionelle register. 
En enkelt elev udviser i mange tilfælde en stor instrumentel forståelse. Dog bliver visse processor 
kompliceret af elevens begrebsbillede. Eksempelvis med det usynlige plus. Derudover viser eleven at der 
med symboler kun er opnået en processuel kompetence, det er ikke reitificeret som et egentligt begreb. 
 I forhold til symbol- og formalismekompetencen er mange af vore elever ikke i stand til at anvende tal og 
specielt ikke symboler præcist. De har derfor svært ved at formidle forhold af matematisk karakter i et 
præcist matematisk symbolsprog. De har ligeledes svært ved at oversætte mellem matematisk symbolsprog 
og dagligt skrevet og talt sprog. Det giver ligeledes problemer at skulle anvende symbolsprog til løsning af 
problemer med matematisk indhold. 
På baggrund af de afsluttende tests og samtaler med eleverne, er det vores klare fornemmelse at eleverne 
har fået en del ud af at deltage i matematikvejledningen. Det er dog selvfølgelig svært at konkludere 
hvorvidt elevernes fremgang skyldes den almindelige undervisning eller den ekstra vejledning de er blevet 
tilbudt. 
En af vores oplevelser med interventionsforløbet er, at det er vigtigt at forstå præcis hvor elevens snublesten 
ligger for at hjælpe eleven fornuftigt videre, og dette kan ikke alene gøres ud fra detektionstesten, der dog 
fungerer som et glimrende middel til at identificere potentielle elever. 
Selvom det er vores fornemmelse, at eleverne har gjort fremskridt indenfor deres matematikforståelse, så er 
der dog stadig, for de fleste af eleverne, et behov for yderligere løbende vejledning, så eleverne kan komme 
fornuftigt videre, de har nemlig stadig en eller flere snublesten.  
  66/204 
 
Delrapport 2 
Indholdsfortegnelse – Delrapport 2 
Indledning .......................................................................................................................................................... 68 
Problemformulering .......................................................................................................................................... 69 
Matematisk begrebsteori .................................................................................................................................. 70 
Problemløsning og modellering i matematik ................................................................................................ 70 
Beliefs i matematik ........................................................................................................................................ 71 
Socio-matematiske normer, argumentation og læring i klasseværelset ...................................................... 72 
Didaktisk kontrakt ......................................................................................................................................... 74 
Bevisskemaer ................................................................................................................................................. 74 
Beviser der beviser og beviser der forklarer ................................................................................................. 75 
Matematikvejlednings tre trin ........................................................................................................................... 76 
Trin et: Detektionstest ................................................................................................................................... 76 
Trin to: Diagnosticering ................................................................................................................................. 76 
Trin tre: Intervenering ................................................................................................................................... 76 
Detektionstest – udførelse og resultater .......................................................................................................... 77 
Beskrivelse af testgrupperne ......................................................................................................................... 77 
Resultater ...................................................................................................................................................... 77 
10 logiske spørgsmål ..................................................................................................................................... 82 
Diagnosticering .................................................................................................................................................. 85 
Udvælgelse af elever ..................................................................................................................................... 85 
Elevinterviews ............................................................................................................................................... 85 
Elev EUX31 ................................................................................................................................................. 85 
Elev HHX9 .................................................................................................................................................. 87 
Elev HHX20 ................................................................................................................................................ 88 
Elev HTX29 ................................................................................................................................................. 89 
Resultat af diagnosticeringen ........................................................................................................................ 91 
Intervention ....................................................................................................................................................... 94 
Klasserumsintervention ................................................................................................................................. 94 
Intervention 1 – Indledende ræsonnement .................................................................................................. 94 
Intervention 2 – Bevisførelse......................................................................................................................... 95 
Evaluering af interventionsforløbet i de forskellige klasser .......................................................................... 97 
  67/204 
 
EUX Klassen Intervention 1 ....................................................................................................................... 97 
HHX Klassen Intervention 1 ....................................................................................................................... 98 
HTX Klassen Intervention 1 ........................................................................................................................ 98 
EUX Klassen Intervention 2 ....................................................................................................................... 99 
HHX Klassen Intervention 2 ..................................................................................................................... 101 
HTX Klassen Intervention 2 ...................................................................................................................... 103 
Evaluering og afslutning .................................................................................................................................. 105 
Afsluttende forløb EUX ............................................................................................................................ 105 
Afsluttende forløb HHX ........................................................................................................................... 105 
Afsluttende forløb HTX ............................................................................................................................ 107 
Konklusion ....................................................................................................................................................... 110 
Figurliste 
Figur 24- Kompetenceblomsten (Niss, 2014) .................................................................................................... 68 
Figur 25 - Eksempel på online spørgeskema til indledende diagnosticering .................................................... 78 
Figur 26 - Boksplot over de 3 klassers svar ........................................................................................................ 79 
Figur 27 - JA/NEJ svar ........................................................................................................................................ 79 
Figur 28 - Svar med begrundelse ....................................................................................................................... 80 
Figur 29 - EUX elevernes besvarelse af 23 spørgsmål til professoren ............................................................... 80 
Figur 30 - HHX klassens besvarelse af 23 spørgsmål til professoren ................................................................. 81 
Figur 31 - HTX klassens besvarelse af 23 spørgsmål til professoren ................................................................. 81 
Figur 32 - De 10 logiske spørgsmål .................................................................................................................... 83 
Figur 33 - Antal spørgsmål eleverne har svaret rigtigt på. ................................................................................ 84 
Figur 34 - Summen af n heltal illustreret ved søjlediagrammer (Hanna, 1990) ................................................ 96 
Figur 35 - Summen af n heltal illustreret ved trekanter .................................................................................... 97 
Figur 36 - Fra den gruppe, hvor EUX31 deltog ................................................................................................ 100 
Figur 37 - fra den gruppe hvor HHX9 deltog ................................................................................................... 102 
Figur 38 - Opgave 7 fra mat A htx skriftlig eksamen december 2013 (Undervisningsministeriet, 2013), med 
EUX31 forklaring .............................................................................................................................................. 105 
Figur 39 - Eksempler på elevbesvarelser ......................................................................................................... 107 
Figur 40 - Billede af en funktion 𝒇 ................................................................................................................... 107 
Figur 41 - fire nye funktioner, 𝒈, 𝒉, 𝒋 og 𝒌. ...................................................................................................... 108 
Tabelliste 
Tabel 8 - Diagnosticeringsskema - EUX31 ......................................................................................................... 91 
Tabel 9 - Diagnosticeringsskema - HHX9 og HHX20 .......................................................................................... 92 
Tabel 10 - Diagnosticeringsskema - HTX29 ....................................................................................................... 93 
 
  
  68/204 
 
Indledning 
Som lærere har vi baggrund i undervisning på både EUX, HHX og HTX, og vi finder det derfor naturligt at tage 
udgangspunkt i alle tre uddannelsestyper. Som udgangspunkt har vi betragtet en EUX-klasse og en HHX-
klasse, begge fra Slotshaven Gymnasium, og en HTX-klasse fra CPH-West.  
EUX-klassen har haft matematik på C-niveau ifølge grundfagsbekendtgørelsen fra 2010 i skoleåret 
2013/2014. De er påbegyndt hovedforløbet i januar 2015. På hovedforløbet har de matematik på A-niveau 
ifølge HTX bekendtgørelsen. På Slotshaven har man valgt, at når eleverne skifter over på hovedforløbet skal 
de have matematik på A-niveau, og ikke kun matematik på B-niveau, som er det obligatoriske niveau i de 
tekniske EUX-uddannelser vi afvikler på Slotshaven. HHX-klassen er en 1g-klasse, der har matematik på B-
niveau i studieretningen, og ikke kun matematik på C-niveau, som er det obligatoriske niveau i HHX-
uddannelsen. HTX-klassen er en 2g-klasse, der har matematik på A-niveau, og ikke kun matematik på B-
niveau, som er det obligatoriske niveau i HTX-uddannelsen. Vi, som lærere, er interesserede i elevernes 
ræsonnementskompetence.  
Centralt for beskrivelsen af matematikfaget for alle tre uddannelser, står det faglige matematiske 
kompetencebegreb, som beskrevet i Mogens Niss m.fl.: Kompetencer og matematiklæring (Niss & Jensen, 
2002). Med udgangspunkt i denne rapport kan det forhold, at en person er fagligt kompetent, beskrives ved 
at besidde ”indsigtsfuld parathed til at handle hensigtsmæssigt i situationer, som rummer en bestemt slags 
matematiske udfordringer ” (Niss & Jensen, 2002, p. 43).  
 
FIGUR 24- KOMPETENCEBLOMSTEN (NISS, 2014) 
Ræsonnementskompetencens karakteristik er, på den ene side at man kan følge og bedømme et matematisk 
ræsonnement, dvs. en kæde af argumenter fremsat af andre på skrift eller tale til støtte for en påstand. Og 
specielt at vide og forstå hvad et matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre former for 
matematiske ræsonnementer, for eksempel heuristiske ræsonnementer hvilende på intuition eller på 
betragtning af specialtilfælde, og at man kan afgøre hvornår et matematisk ræsonnement faktisk udgør et 
bevis, og hvornår ikke. Heri indgår at forstå den logiske betydning af et modeksempel. Det indgår tillige i 
kompetencen at kunne afdække de bærende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne mellem 
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hovedpunkter og detaljer, mellem idéer og teknikaliteter. På den anden side består kompetencen i at kunne 
udtænke og gennemføre uformelle og formelle ræsonnementer (på basis af intuition), herunder omforme 
heuristiske ræsonnementer til egentlige (gyldige) beviser. 
Nedenstående citater, der er uddrag af de faglige mål fra de respektive bekendtgørelser og vejledninger til 
EUX, HHX og HTX, tager udgangspunkt i ræsonnementskompetencen.  
EUX C-niveau: ”kan gennemføre og forholde sig til eget og andres ræsonnement i forbindelse med udfoldelse 
af de øvrige kompetencer (ræsonnementskompetence)”. Dette er i den gældende grundfagsbekendtgørelse 
ændret til ”udføre og forholde sig til eget og andres ræsonnement (ræsonnementskompetence).” 
(Undervisningsministeriet, 2014). 
I vejledningen fra 2007 uddybes dette: ”Denne kompetence indgår kun i målene på niveau C og forventes 
derfor ikke at gøres til genstand for en egentlig undervisning på niveau F-D. Det er svært at forestille sig 
nogen undervisning i matematik, uden at den indeholder en implicit træning i at ræsonnere i ordets mere 
almene betydning – i at tænke logisk og drage logiske slutninger. På denne måde vil kompetencen naturligvis 
også forekomme på niveauerne før C, men ræsonnement som egentlig matematisk kompetence, en forøvelse 
til det matematiske bevis, indføres først på niveau C.”  
 
HHX B-niveau: ”gennemføre simple matematiske ræsonnementer og beviser”  
Og uddybet i vejledningen består denne kompetence i at: 
 følge og bedømme et matematisk ræsonnement (en kæde af argumenter)  
 forstå hvad et bevis er, dvs. afdække hovedpunkter i forhold til detaljer og teknikaliteter  
 udtænke og gennemføre matematiske ræsonnementer  
HTX A-niveau: ”opnå fortrolighed med matematisk tankegang og ræsonnement og selv kunne foretage 
matematiske ræsonnementer”  
Og uddybet i vejledningen består denne kompetence i: 
 at kunne følge og bedømme en kæde af matematiske argumenter fremsat af andre  
 at kunne forstå, hvad et matematisk bevis er - skelne mellem hovedpunkter og detaljer.  
Problemformulering 
Det er vores generelle hypotese, at vores elever har en fornuftig generel logisk forståelse, men at de har 
problemer med logisk følgende matematiske ræsonnementer. Vores problemformulering er derfor: 
Hvordan er elevernes generelle logiske ræsonnementskompetence, har de problemer rent generelt logisk, 
eller opstår problemerne først, når der bliver blandet matematik ind?   
Hvordan kan vi få eleverne til at 1) indse behovet for matematisk ræsonnement, 2) rent faktisk udføre et 
matematisk ræsonnement, 3) evaluere et matematisk ræsonnement; herunder hvornår er det fyldestgørende 
og hvilket ræsonnement er bedst? 
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Matematisk begrebsteori 
For at skabe en fælles platform af matematisk begrebsdannelse, vil vi i dette afsnit præsentere en kort 
sammenfatning af de relevante tekster. Et mere gennemgående litteraturstudie kan læses i appendikset 
Litteraturstudie. 
Problemløsning og modellering i matematik 
En af pointerne i (Shoenfeld, 1992) er, at problemløsning typisk bliver brugt i tre hovedkategorier. Den første 
hovedkategori er hvor problemer (opgaver) bliver brugt som et ”means to an end”, hvor opgaverne typisk 
falder ind i fem velkendte grupper; 
1. Som en begrundelse for at undervise i matematik  
2. For at give specifik motivation til et emne 
3. Som rekreation 
4. For at udvikle en ny evne  
5. Som øvelse 
I disse tilfælde bliver problemløsningen ikke betragtet som det egentlige mål, men snarere et redskab til at 
forbedre matematiske evner. 
Den anden hovedkategori er, hvor problemløsning bliver betragtet som en matematisk evne.  Her begrunder 
Schoenfeld, at det er vigtigt, at problemløsning stadig bliver betragtet som en evne på lighed med andre 
matematiske evner, som derefter skal øves for at blive behersket. Det vil sige problemløsningen bliver en 
evne, der kan beherskes og være en del af den matematiske værktøjskasse, på lige fod med aritmetik, 
differentialregning mm. 
Den tredje hovedkategori er problemløsning som en egentlig færdighed. Her bliver problemløsning betragtet 
ikke bare som en del af matematikken, men måske snarere som kernen i matematik. Ideen her er, at hele 
pointen med matematik er, at være i stand til at løse eller beskrive et nyt fænomen, ergo må 
problemløsningen være kernen af matematik, hvis ikke synonym med matematikken selv. I denne tolkning af 
problemløsning er det et typisk synspunkt, at det at kunne ræsonnere sig frem til matematiske løsninger er 
en af kernerne, eventuelt ved hjælp af intuition, gæt, iterationer og observationer. 
I problemløsning i form af matematisk modellering spiller ræsonnement og begrundelser en stor rolle. Ifølge 
(Niss, 2005) konstrueres matematiske modeller af forskellige årsager. Den første mængde af grunde handler 
om modellering som et værktøj til ”beskrivelse”, for eksempel hvis man skal forklare hvorfor tallet 7 er det 
mest sandsynlige ved summen af kast med to terninger, hvorimod de andre fokuserer på modellering som et 
værktøj for ”recept”, hvis man for eksempel skal bestemme en model, der skal beslutte det optimale sted for 
et nyt indkøbscenter.  Matematisk modellering og bevisførelse har ifølge Niss meget tilfælles da beviser 
bruges som middel til at begrunde påstande. På lignende vis bør eleverne retfærdiggøre deres egne 
påstande, når eleverne arbejder med matematisk modellering. 
For at give indblik i hvordan vores hjerne virker (i forhold til matematik), giver Schoenfeld en opsummering af 
den teori der er bag kognition. Han mener, at der er fem vigtige aspekter af kognition; 
 Videns basen 
 Problemløsningsstrategier 
 Selvregulering 
 Beliefs 
 Praksis / Praktisere 
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Den første del videns basen, består ikke kun af vores hukommelse, men også de sensoriske input. Det er 
generelt accepteret, at vi bearbejder problemer i vores kortidshukommelse med input fra vores 
langtidshukommelse og vores sensoriske output.  
Langtidshukommelsen vil påvirke løsningen af det faktiske problem, dog ikke altid positivt, da vi har en 
tendens til at agere ud fra, hvordan vi tror verden bør se ud. Dette kan måske sidestilles med begrebsbilleder 
som afdækket af (Skemp, 1979) (Tall & Vinner, 1981). 
Selvregulering, eller selvmonitorering, er en del af det, der bliver betragtet som metakognition og skal ses 
som en af de evner, der ligger under problemløsning. Evne til at analysere, og planlægge over en given 
problemstilling er noget der naturligt ser ud til at udvikle sig efterhånden som man får erfaring. Schoenfeld 
har iagttaget, at det hjælper hvis man over en længere periode spørger elever der arbejder med problemer 
om 1) ”hvad laver I præcist” 2) ”hvorfor gør I det?” og 3) ”hvordan hjælper det i forhold til 
problemstillingen?”. Til at starte med har eleverne få eller ukonkrete bud, men efterhånden begynder 
eleverne at tænke over spørgsmålene på forhånd for at kunne svare, når læreren kommer forbi og spørger.  
Beliefs er også en vigtig del af det at lære matematik. Navnlig elevens, lærerens og samfundets Beliefs 
omkring matematik kan spille ind i hvordan matematik læres og opfattes. 
Hvad angår praksis mener (Shoenfeld, 1992) at det kan være en god idé at stille åbne spørgsmål, såsom: 
”hvad tror du er sandt, og hvorfor?”, samt give eleverne mulighed for gennem passende opgaver at ”dykke 
ned i” (svære) problemer, hvor læreren fremstår som en opponent snarende end altvidende. 
Beliefs i matematik 
En definition af en elevs matematik-relateret Beliefs, er den stiltiende eller udtrykkeligt holdt subjektive 
opfattelse den enkelte elev tror at være sandt, som har indflydelse på deres matematiske læring og 
problemløsning (Op't Eynde, et al., 2003). 
En analyse af arten og strukturen af Beliefs viser, at elevernes Beliefs er funderet i deres sociale liv, og er som 
sådan fundamentalt. De er en funktion af den brede sociale historiske kontekst, som eleverne befinder sig i. 
Når de befinder sig i en bestemt klasse-kontekst, vil eleverne fortolke dets regler og praksis på baggrund af 
deres tidligere tro og viden, og således udvikle deres egne fælles forestillinger om det. Beliefs og viden 
fungerer i tæt samspil.  
Elevernes Beliefs omkring matematikuddannelse ligger i og er bestemt ved konteksten, såvel som deres egen 
individuelle psykologiske behov, ønsker, mål osv. Altså, elevernes matematik-relaterede Beliefs udgøres af 
deres Beliefs omkring klasse-konteksten, Beliefs omkring dem selv og Beliefs omkring matematikuddannelse.  
I et amerikansk studie fra ca. 1990 bliver studerende spurgt om deres opfattelse af matematik, og deres svar 
kan opsummeres som følger: 
 Matematiske problemer har kun et rigtigt svar 
 Der er kun en rigtig måde at løse et problem på – oftest det som læreren sidst har demonstreret for 
klassen 
 Almindelige studerende kan ikke forventes at forstå matematik, de kan kun forventes at lære det 
udenad og så bruge det uden egentlig at forstå det 
 Matematik er en enlig aktivitet, foretaget af individer i isolation 
 Studerende, der har forstået matematikken (de har studeret), vil være i stand til at løse et givent 
problem inden for det område på 5 minutter 
 Matematik fra skolen, har lidt eller intet med ”den rigtige verden” at gøre 
  72/204 
 
 Formelle matematiske beviser er irrelevante for opdagelser og opfindelser (Shoenfeld, 1992) 
Disse Beliefs er med til at forme de studerende og hvordan de lærer matematikken. De Beliefs, som er 
gengivet her, minder meget om de Beliefs, som nævnes i (EMS, 2013). 
I et andet studie om hvordan samfundet opfatter matematikken (Beliefs), er blandt andet amerikanere og 
japanere adspurgt. I USA er der en generel tendens til at folk er overbeviste om at matematiske evner er 
medfødt, de kan ikke tillæres. Hvorimod i Japan er overbevisningen derimod oftere, at matematik er noget 
der kan læres med en korrekt indsats ifølge Schoenfeld. 
Ifølge (Healy & Hoyles, 2000) har mange elever to forskellige Beliefs i forhold til deres opfattelse af beviser: 
Dem med argumenter som eleverne antog, ville modtage de bedste karakterer, og dem med argumenter, 
som eleverne selv ville bruge. I den første kategori er algebraiske argumenter populære. I den anden 
kategori foretrak eleverne argumenter, som de kunne evaluere og som de fandt overbevisende og 
forklarende, præferencer som ekskluderede algebra. 
På baggrund af dette kan vi kommer med en mere konkret definition på elevers matematik-relateret Beliefs: 
En elevs matematik-relateret Beliefs, er den stiltiende eller udtrykkeligt holdt subjektive opfattelse den 
enkelte elev tror, er sandt, i forhold til matematikuddannelse, omkring dem selv som matematikere og 
omkring matematikken i klasse-konteksten. Disse Beliefs bestemmer i tæt samspil med hinanden og med 
elevernes forudgående viden, deres matematiske læring og problemløsning i klassen. 
Beliefs omkring den sociale kontekst, dvs. klasse-konteksten, refererer til elevernes opfattelser af 
klasserummets normer, der inkluderer de sociale og socio-matematiske normer som dikterer lærerens og 
elevernes adfærd i deres specifikke klasselokale. Det inkluderer deres opfattelse af lærerens rolle, så vel som 
deres egen og andre elevers rolle i matematik-klasserummet, men også elevernes Beliefs omkring aspekter 
af klassekulturen, som er specifik til den matematiske aktivitet. Sidstnævnte refererer for eksempel til 
elevernes syn på, hvad der tæller som en anden løsning eller som en acceptabel forklaring i deres klasse. 
Socio-matematiske normer, argumentation og læring i klasseværelset  
Yackel og Cobb studerer, hvad de kalder ”socio-matematiske normer”, dvs. normer der er unikke for 
matematiske aktiviteter i klasseværelset. De har ønsket at undersøge elevernes læring af matematik i 
klasseværelset, samtidig har de haft et ønske om at støtte læreren i at etablere et godt læringsmiljø for 
matematik undervisning (Cobb & Yackel, 1996). 
”For example, normative understandings of what counts as mathematically different, mathematically 
sophisticated, mathematically efficient, and mathematically elegant in a classroom are sociomathematical 
norms. Similarly, what counts as an acceptable mathematical explanation and justification is a 
sociomathematical norm.” (Cobb & Yackel, 1996, p. 461) 
Det vil sige socio-matematiske normer er retningsgivende for hvad, der i klasseværelset er matematisk 
forskelligt, raffineret, effektivt, elegant og hvad der er en acceptabel matematisk forklaring og begrundelse. 
Der er forskel på sociale normer og socio-matematiske normer, for eksempel er det en social norm, at elever 
skal forklare deres løsning og fremgangsmåde, men forståelsen af hvad der tæller som en god matematisk 
forklaring er en socio-matematiske norm. 
Yackel og Cobb har først dokumenteret de processer, hvorved de socio-matematiske normer for matematisk 
forskel og matematisk raffinement er dannet. Dernæst illustrerer de, hvordan disse socio-matematiske 
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normer regulerer matematisk argumentation og påvirker læringsmuligheder både for elever og lærere. De 
kommer ind på, hvordan lærere og elever i fællesskab bliver enige om, hvad der tæller som acceptabel 
matematisk forklaring og begrundelse. Dataene er samlet ind over et skoleår, hvor Yackel og Cobb har fulgt 
en 2. klasse. I klassen arbejdes der med, hvordan man på forskellig vis kan komme frem til samme resultat, 
en spørgende matematikundervisning. Læreren spørger efter flere, men forskellige fremgangsmåder for at 
opnå resultatet. Ved sin reaktion på svarene, giver læreren udtryk for, hvilke af svarene læreren synes er 
mest raffineret.  Dermed fremmer læreren, at eleverne angiver flere forskellige og mere raffinerede 
fremgangsmåder til at finde resultatet. 
Der sker megen læring, når elever forsøger at forstå andres forklaringer, og når de sammenligner forskellige 
forklaringer og skal tage stilling til forskellene. Analyser af elevernes aktivitet viser, at dette øger deres 
forståelse af emnet, som her er tal med to cifre. I denne proces blev cifrene matematiske objekter for 
næsten alle eleverne i klassen. Læreren bliver også klogere gennem denne proces, idet læreren skal være 
facilitator for processen, og hele tiden tage stilling til elevernes forskellige løsningsforslag. Som lærer får man 
også en dybere forståelse af elevernes forståelse og niveau. 
Denne spørgende matematikundervisning udvikler elevernes forståelse af, hvad der er en god forklaring og 
begrundelse. Eleverne bliver for eksempel i stand til at skelne mellem forklaringer, der beskriver procedurer, 
og dem der beskriver handlinger på matematiske objekter. Når eleverne møder denne spørgende 
matematikundervisning første gang, er det svært for dem, i det eleverne er vant til, at det er læreren som 
kommer med forklaringerne. Eleverne er derfor ikke vant til at skulle argumentere matematisk for deres 
løsninger, de er vant til det er resultatet der er afgørende. 
(Cobb & Yackel, 1996) giver et eksempel, hvor en elev bliver usikker på sit svar og derfor ændrer det, efter 
spørgsmål fra læreren. Da det går op for eleven, at det første svar var rigtigt bliver eleven sur på læreren, for 
det er lærerens skyld at eleven ændrede sit svar. Læreren svarer ved at spørge eleven, hvad hun hedder, 
eleven fastholder på trods af læreren spørger flere gange, at hun hedder Donna, på denne måde viser 
læreren eleverne, at de skal fastholde deres svar, hvis de mener, at de er matematiske korrekte. 
Får elever og lærere i fællesskab etableret en socio-matematisk norm, der er karakteristeret ved at, man 
spørger om matematik, opnår man at eleverne ifølge (Cobb & Yackel, 1996) bliver i stand til at skelne mellem 
om løsningerne er forskellige, indsigtsfulde, tilstrækkelige og acceptable i matematisk forstand.  
Ifølge (Dreyfus, 1999) bør vi som lærere i matematik være skarpe på forskellen på forklaring, argumentation 
og bevis samt, at vi må reflektere over hvad vi kan forvente af elever på forskellige alderstrin og kurser. Som 
lærere må vi prøve at løse den svære opgave, som det er at hjælpe eleverne til at forstå, hvad vi forventer af 
dem. Hvad mener vi når vi skriver "forklar", "argumenter for" eller "bevis". 
Kravet om at forklare og begrunde deres argumentation kræver ifølge (Dreyfus, 1999), at eleverne forstår at 
matematik ikke alene er det at regne, men at de opfatter matematik som et felt af kringlet relaterede 
strukturer. Dette indebærer at de får nye holdninger til og opfatter nye udfordringer. Det centrale spørgsmål 
ændres fra "Hvad er resultatet" til "Er det sandt, at…?". Eleverne får således behov for at udvikle nye og 
mere sofistikerede former for viden omkring matematik.  
Da de socio-matematiske normer bliver etableret i klasseværelset, vil de variere fra et klasseværelse til et 
andet. Læreren spiller en vigtig rolle i etableringen af de socio-matematiske normer, lærerens egne Beliefs og 
værdier vil have indflydelse på de normer læreren er med til at skabe. 
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Didaktisk kontrakt  
Begrebet didaktisk kontrakt stammer fra (Brousseau, 1997), som definerer det som følgende: I en 
undervisningssituation forberedt og gennemført af læreren, løser eleverne de opgaver, som de får fra 
læreren ved en metode der er underforstået af læreren. Altså sættet af lærerens adfærd (specifik for den 
lærte viden) forventet af den enkelte elev og sættet af den enkeltes elevs adfærd forventet af læreren.  
Begrebet didaktisk situation kan forsimplet forklares som situationer, der tillader eleven at lære at udøve 
matematik, og ikke kun at memorere det. 
Udfoldningen er, at der er tale om nogle gensidige forventninger til eller forestillinger om, hvordan hver især 
bør agere i en given didaktisk situation. Kontrakten er ofte et resultat af en implicit ‘forhandling’ mellem 
lærer og elev, eller en grupper af elever, i en given uddannelsessammenhæng. 
Det kan ikke siges på forhånd, hvilke konsekvenser det har, hvis man ‘bryder kontrakten’, da dette i nogen 
grad relaterer sig til viden eleverne endnu ikke besidder.  
Man ved, at den eneste måde at "lære" matematik på er at undersøge og løse visse særlige problemer, og 
ved denne lejlighed, at rejse nye spørgsmål. Læreren skal derfor sørge for ikke at formidle viden, men lave 
uddelegering af et godt problem. Hvis denne overlevering finder sted, kommer eleverne ind i spillet, og hvis 
de vinder forekommer læring. Et paradoks ved overlevering er, at læreren ønsker at eleverne finder svaret 
helt af dem selv, men på den anden side også at de finder det korrekte svar. 
Læring er ifølge (Brousseau, 1997) et spørgsmål om 
 At lære at svare, være sikker på svaret, eller være sikker på, at man ikke kan være sikker 
 Klassen skal finde, uden at læreren underviser, hvilke metoder man kan bruge 
 At for at lære skal man prøve igen og igen, også ved at udnytte andres ideer, hvis man tror de er 
rigtige 
Villighed til at lære medfører at eleven i nogen grad må afvise kontrakten, og dermed bryde den, og selv 
bemægtige sig problemet på en mere autonom vis. Læring handler ikke om at overholde den didaktiske 
kontrakt, men om at bryde den og foretage justeringer.  
Bevisskemaer  
I (Harel & Sowder, 2007) beskrives bevisskemaer, både i historisk kontekst, men også som en definition, der 
skal hjælpe med at forstå nogle af besværlighederne ved at lære beviser.  Vi vil udelukkende fokusere på 
delen omhandlende de overordnede træk vedrørende konceptet bevisskemaer. 
(Harel & Sowder, 2007) bruger begrebet bevisskemaer på to måder. Den ene måde er, som en forklaring på, 
hvad der skal til for at et individ (eller samfund) opfatter noget som værende bevist eller sandt, den anden 
måde er individets fremgangsmåde til selv at fremstille/bearbejde matematiske beviser. 
I (Harel & Sowder, 2007) bruger de begrebet bevis, som værende den proces der kan føre en fra en 
formodning til et faktum, hvor en formodning igen skal forstås som en påstand af en person, der ikke er 
overbevist om sandheden af påstanden. Selve bevis-processen kan ifølge (Harel & Sowder, 2007) opdeles i to 
delprocesser, en konstateringsproces (ascertaining) og en overbevisningsproces (persuading). Hvor 
konstateringen er der, hvor individet skaber vished om antagelsen, og/eller fjerner tvivlen om hvorvidt 
påstanden er sand. Overbevisning er den proces hvormed man kan fjerne tvivlen om en påstand i andre. 
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De to delprocesser skal ikke nødvendigvis ses som værende adskilte, men kan begge være nødvendige i 
bevis-processen. 
(Harel & Sowder, 2007) definerer et bevisskema, som det der udgør individet (eller samfundets) 
konstaterings- og overbevisningsprocesser. (Harel & Sowder, 2007) fortsætter med at definere tre 
hovedgrupper inden for bevisskemaer, ekstern overbevisning bevisskema (external conviction proof 
scheme), empirisk bevisskema (empirical proof scheme) og et deduktivt bevisskema (deductive proof 
scheme). 
I det eksterne overbevisning bevisskema, kan konstaterings- og overbevisningsprocessen foregå 
udelukkende fra eksterne kilder. Dette kan være i form af en autoritet, såsom en lærer eller lærebog. Det kan 
også være i en form for ritual overbevisning, at påstande eller beviser, der er fremlagt på en speciel (og 
velkendt) måde, altid må være sande. 
I det empiriske bevisskema, vil konstaterings- og overbevisningsprocessen ofte foregå ved benyttelse af 
eksempler, nogle gange endda kun ét, til at gå fra formodning til faktum (Harel & Sowder, 2007). 
Udtalelsen ”Det er undtagelsen der bekræfter reglen” er velkendt af vores elever. Det er derfor ikke 
overraskende at eleverne ønsker eksempler (EMS, 2011). 
Ifølge (EMS, 2011) kan empiriske bevisskemaer være en konsekvens af, hvad man erfarer når man ikke har 
matematik. Matematiske beviser er væsentligt forskellige fra tankegangen i andre fag, herunder 
naturvidenskabelige fag og hverdagslivet; ”the concept of formal proof is completely outside mainstream 
thinking” (EMS, 2011, p. 51). 
Det deduktive bevisskema er det bevisskema vi kender fra klassisk matematik. Navnlig direkte beviser 
baseret på aksiomer, indirekte beviser, etc. Det er (selvfølgelig) målet med undervisning i beviser, at flytte 
eleverne til det deduktive bevisskema.  
Beviser der beviser og beviser der forklarer 
I (Hanna, 1990) er hovedpointen det vigtige i at vælge den rigtige type bevis overfor en klasse. Hanna skelner 
mellem ”beviser der beviser”, samt ”beviser der forklarer”. Det er Hannas opfattelse, at beviser der beviser 
har været det primære fokus i undervisningen, hvorimod Hanna mener at beviser der forklarer, burde være i 
fokus. Med bevisende beviser, menes beviser, hvis fokus udelukkende ligger på (formelt) at vise, at beviset er 
korrekt. Her bliver det vigtige så, hvad er et forklarende bevis? Hanna er af den opfattelse, at et forklarende 
bevis er et bevis, der enten illustrerer selve ideen bag beviset, eller illustrerer brugen af det der bevises. 
Her fremhæver (Hanna, 1990) fire forskellige beviser på, at summen af n positive heltal er 
𝑛(𝑛+1)
2
 til at vise 
forskellene på de to typer af beviser. Artiklen, (Hanna, 1990) afrunder med at for, at det bliver muligt at 
flytte undervisningen i beviser over til beviser der forklarer, så er det nødvendigt at finde frem til gode 
forklarende beviser, samt udarbejde undervisningsmateriale der passer hertil.  
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Matematikvejlednings tre trin 
For overhovedet at kunne vejlede elever i matematik, er det nødvendigt først at vide hvilke elever der skal 
hjælpes, samt hvilke problemer eleverne har, før der til sidst kan foregå den egentlige hjælp. Dette kan deles 
op i tre trin: Detektionstest, diagnosticering og intervenering. Idéen med de tre trin samt hvordan vi, i 
praksis, har udført dem vil kort blive opridset i de følgende tre afsnit. De egentlige resultater samt diskussion 
af resultaterne vil komme i senere afsnit. 
Trin et: Detektionstest 
Den første del er, at identificere de elever der kunne have behov for hjælp. Som matematiklærer kan man 
have en god idé om, hvilke elever der har behov for hjælp. Men der kan også nemt sidde elever, som har 
vanskeligt ved ræsonnement og bevisførelse i en klasse, som er nemme at overse, derfor kan det være en 
rigtig god idé med en test, der kan hjælpe med at finde elever, der kunne have vanskeligheder. 
I dette tilfælde brugte vi 23 spørgsmål, der primært beskæftigede sig med ræsonnement og bevisførelse. 
Spørgearket ”23 spørgsmål til professoren” blev givet til eleverne i elektronisk form således, at de nemt og 
hurtigt kunne svare på spørgeskemaet (Gjerlufsen, et al., 2015). 
Efter eleverne besvarede spørgeskemaet blev resultaterne evalueret, og en række elever blev udvalgt til 
nærmere diagnosticering. Resultaterne og begrundelse for udvælgelse kan ses i afsnittet ”Detektionstest – 
udførelse og resultater”. 
Trin to: Diagnosticering 
De udvalgte elever var alle ganske fagligt svage i detektionstesten som handlede om matematisk 
ræsonnement. Hovedparten af eleverne, der tog testen, var fagligt svagere i svar, hvori der skulle indgå 
begrundelse end ja/nej spørgsmålene. Efter detektionstesten blev der afholdt små interviews med de 
udvalgte elever, hvor dele af detektionstesten blev gennemgået sammen med eleverne. Interviewsne er 
blevet filmet eller optaget via en Smartpen. 
Derudover havde vi en fornemmelse af, at eleverne havde svært ved de spørgsmål hvori der indgik logisk 
ræsonnement. Af denne årsag blev der lavet en yderligere detektionstest, se Bilag B3 side 193 (Gjerlufsen, et 
al., 2015), som indeholdt generelle logiske spørgsmål, for at forsøge at afdække elevernes generelle evner. 
Testen vil blive gennemgået i afsnittet ”10 logiske spørgsmål”. Denne test viste dog, at elevernes almindelige 
logiske sans var på et forventet niveau. 
Trin tre: Intervenering 
Det blev tidligt i processen klart for os, at hovedparten af vores elever har svært ved matematisk 
ræsonnement. Elever, der normalt er dygtige til at få det rigtige svar, har svært ved at argumentere for, 
hvorfor det er rigtigt, og hovedparten af eleverne har svært ved at bedømme hvilken og hvor meget 
ræsonnement der er ”tilstrækkeligt”. 
Af denne årsag valgte vi at fokusere på klasserumsintervention, da vi følte alle eleverne ville have gavn af 
noget fokus på disse problemer. Interventionen bestod af et par interventions sessions i form af øvelser i 
klasserummet. Første øvelse tog udgangspunkt i ræsonnement over en række logiske problemopgaver.  
Anden øvelse tog udgangspunkt i modellering og beviser, og ræsonnement over disse. 
Under øvelserne blev der holdt særligt øje med de udvalgte elever, og efter øvelserne blev der holdt 
interviews for at afklare hvad eleverne havde fået ud af sessionerne.  
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Detektionstest – udførelse og resultater 
I dette afsnit vil vi forklare udførelsen af detektionstesten samt præsentere de relevante resultater. 
Beskrivelse af testgrupperne 
Eleverne, der var med i detektionstesten, kom med væsentligt forskellige baggrunde. I alt blev testen udført 
på to 1. års klasser, en HHX klasse fra Slotshaven i Holbæk, samt en EUX klasse ligeledes fra Slotshaven i 
Holbæk. Derudover fik en 2. g HTX klasse fra CPH West i Ishøj og en hovedforløbs EUX klasse fra Slotshaven 
testen. Vi har ikke arbejdet videre med 1.g EUX klassen.  
HHX første års eleverne havde på testtidspunktet kun været godt et halvt år på deres uddannelse. I deres 
gymnasieforløb havde eleverne endnu ikke stiftet bekendtskab med beviser.  
EUX eleverne, som er inde på deres første hovedforløb, har ud over deres 125 matematiktimer i 
grundforløbet på test tidspunktet kun haft 15 timers matematik i deres hovedforløb. De har været i praktik 
fra sommerferien 2014 til nytår 2015. Der er ikke i grundforløbsundervisningen af EUX eleverne lagt vægt på 
bevisførelse, da dette ikke er en del af fagets mål på C-niveau ifølge bekendtgørelsen. Der har været lagt 
vægt på, at lære dem at anvende den lærte viden, til at løse forskellige konkrete problemstillinger. 
EUX eleverne var, som nævnt, i praktik i efteråret 2014, det betyder de ikke har deltaget i testen ”57 
spørgsmål til professoren” så denne test er deres første bekendtskab med tests af denne slags. Den er 
desuden deres første erfaring med egentlig bevisførelse, derfor giver testen anledning til stor frustration 
blandt eleverne. Ingen tvivl om, at de følte et brud på den didaktiske kontakt (Brousseau, 1997). EUX30’s 
reaktion efter at have kigget ca. 10 minutter på spørgsmålene var ”nu føler jeg mig for alvor dum” og ”jeg 
dropper ud”.  For at undgå eleverne fik etableret Beliefs (Op't Eynde, et al., 2003), om at de ikke forstår 
matematik, fik de hjælp til at komme i gang med opgaverne.  
2. g HTX klasse fra CPH West i Ishøj har matematik på A-niveau i en studieretning med bioteknologi som 
hovedfag. Eleverne i denne klasse har et mindre kendskab til beviser, men har primært haft 
anvendelsesorienteret fokus på deres matematikundervisning frem til nu. 
I første delrapport fik eleverne, der deltog, numrene fra 1 til 28. For at skelne uddannelserne fra hinanden 
blev elevernes uddannelser skrevet foran elevnummeret.  Da EUX og HTX klasserne, der indgår i denne 
delrapport, ikke indgik i den første delrapport, har vi valgt at eleverne fra klasserne der deltager i denne 
rapport bliver nummereret fra nummer 29. For HHX klassen gælder, at de elever der har deltaget i begge 
tests har fået samme nummer. De HHX elever, der ikke deltog i den første test har fået numre startende med 
nummer 29.  
Resultater 
Vi valgte, som nævnt, at give eleverne testen elektronisk. Det foregik online via Google Formulars og kan ses 
online (Gjerlufsen, et al., 2015). Dette gjorde vi blandt andet for, at gøre det lettere for eleverne at håndtere 
testen. Mange af vores elever har vanskeligt ved at skrive i hånden. Vi opnåede også at få vores resultater 
direkte i Excel, således at vi undgik de fejl, som kan opstå når resultater skal overføres fra et medie til et 
andet. Spørgsmålene blev enten skrevet direkte i Google Formulars eller kopieret. De spørgsmål der blev 
kopieret var spørgsmål, hvor der for eksempel indgår 
1
𝑁
, da man ikke kan skrive dette i Google Formulars. 
Figurer blev ligeledes kopiret og sat ind. På Figur 25 ses et eksempel. 
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FIGUR 25 - EKSEMPEL PÅ ONLINE SPØRGESKEMA TIL INDLEDENDE DIAGNOSTICERING 
Eleverne havde mulighed for at svare på spørgsmålene på samme måde, som de havde kunnet, hvis de 
havde skullet svare på papir med blyant. Inden testen startede blev det understreget over for eleverne, at de 
ikke skulle gætte, og at resultaterne ikke ville få indflydelse på deres standpunktskarakter. Eleverne fik af 
vide, at vi (deres lærere) skulle bruge resultaterne til en opgave, og at resultaterne blev sendt til en 
professor. 
Eleverne var under opsyn under hele testen, for at undgå de brugte hjælpemidler og kommunikerede med 
andre. Hovedparten af vores elever klarede testen i løbet af en time, dog var der enkelte elever som havde 
brug for 1,5 time til testen.  
Generelt fangede detektionstesten på alle tre uddannelser de elever, som vi havde mistanke om havde 
problemer indenfor ræsonnementskompetencen, mistanken var baseret på, at disse elever generelt er 
fagligt svage i matematik. Testen fandt også yderligere elever end vi som lærere havde set, og testen viste 
også elever der overraskede positivt. 
På Figur 26 ses kassediagram over elevernes besvarelse af de 23 spørgsmål. Kassediagrammet er udarbejdet 
med udgangspunkt i de 23 spørgsmål, da eleverne i nogle af spørgsmålene, skal svare på mere end et 
spørgsmål, er der i alt 32 delspørgsmål.  
Kassediagrammer er lavet ved at benytte percentilerne: 10 %, 25 % (nedre kvartil), 50 % (medianen), 75 % 
(øvre kvartil) og 90 %.   
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FIGUR 26 - BOKSPLOT OVER DE 3 KLASSERS SVAR 
Vi havde en formodning om, at der på både EUX og HHX var stor variation i elevernes besvarelse. For HHX er 
denne formodning korrekt. Der er en væsentlig større kvartilafstand på HHX end der er på EUX og HTX. 
Eleverne på HTX klarer sig forventeligt bedre end eleverne på de to andre uddannelser. Medianen for EUX 
ligger på 11 rigtige, for HHX på 15 rigtige og HTX ligger på 18,5 rigtige besvaret spørgsmål. Fordelingen af 
antal rigtige er for EUX højreskæv, hvorimod HHX og HTX er venstreskæve. 
Deler man spørgsmålene op i to kategorier, spørgsmål der skal besvares med ’ja/nej/ved ikke’ og spørgsmål 
hvor svaret er en begrundelse, kan man på Figur 27 og Figur 28 se, at eleverne generelt klarer ’ja/nej/ved 
ikke’ spørgsmålene en anelse bedre end spørgsmålene, hvor eleverne skal begrunde deres svar. De 32 
spørgsmål fordeler sig, således at den ene halvdel er ’ja/nej/ved ikke’ spørgsmål og den anden halvdel er 
spørgsmål, hvor svaret skal begrundes. 
På Figur 27 kan man se, at EUX og HHX klarer ’ja/nej/ved ikke’ spørgsmålene næsten lige godt, mens HTX 
eleverne klarer sig bedst. HTX eleverne har flest rigtige i 10 af de 16 spørgsmål. 
  
FIGUR 27 - JA/NEJ SVAR 
  80/204 
 
På Figur 28 ses spørgsmål, hvor eleverne skal begrunde deres svar. Her klarer EUX eleverne sig markant 
dårligere end eleverne på de to andre uddannelser. HTX eleverne klarer sig igen bedst, med flest rigtige i 11 
ud af 16 spørgsmål. EUX eleverne klarer spørgsmål 9 bedre end eleverne på HHX og HTX, dette skyldes 
formodentlig at enkelte af EUX eleverne fik et hint til denne opgave. 
 
FIGUR 28 - SVAR MED BEGRUNDELSE 
Kigger man specifikt på EUX, se Figur 29, kan man godt fornemme variationen der fremgik af 
kassediagrammet. Lidt over halvdelen af klassen udgør en gruppe af fagligt svage elever resten af eleverne 
tilhører midtergruppen, der er ingen af eleverne i denne klasse der kan betegnes som fagligt stærke elever. 
Disse EUX elever kommer fra to forskellige uddannelser; EUX30, EUX33 og EUX37 er tømrerlærlinge de 
øvrige er elektrikerlærlinge. Som nævnt er der 32 spørgsmål i testen. De tre EUX elever som har klaret sig 
bedst har svaret rigtigt på 17 spørgsmål. 
 
FIGUR 29 - EUX ELEVERNES BESVARELSE AF 23 SPØRGSMÅL TIL PROFESSOREN 
På forhånd var EUX eleverne 29, 30, 31, 32 og 33 udpeget som fagligt svage elever indenfor matematik. De 
elever der var udpeget på forhånd svarer rigtigt på mellem 7 og 11 af alle spørgsmålene. Medianen for alle 
eleverne i spørgsmålene ligger på 11 rigtige. Kigger man isoleret på de 5 elever, der var udpeget på forhånd, 
bliver medianen for disse elever 9 rigtige. Medianen for de øvrige elever er 16 rigtige. EUX32 har siden 
forladt uddannelsen. Da testen blev foretaget overvejede EUX30, EUX33 og EUX37 (tømrerlærlingene), at 
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skifte til en anden skole. EUX29 var ikke interesseret i at yde en ekstra indsats. Der blev foretaget yderligere 
diagnosticering af EUX31, denne elev vil rigtig gerne lære matematik, og er villig til at yde en ekstra indsats. 
Der vil i det følgende blive refereret til denne elev som EUX31.  
 
FIGUR 30 - HHX KLASSENS BESVARELSE AF 23 SPØRGSMÅL TIL PROFESSOREN  
Kigger man på HHX, se Figur 30, kan man godt fornemme den store variation der fremgik af 
kassediagrammerne. Klassen har en stor gruppe af fagligt svage elever (omkring 25 %), en stor midtergruppe 
og en lille gruppe fagligt stærkere elever.  
På forhånd var HHX eleverne 9, 11, 19, 20, 31 og 35 udpeget som fagligt svage elever, og dette bekræfter 
testen også. HHX9 havde 17 rigtige, hvilket er langt bedre end forventet og HHX20 havde 15 rigtige, hvilket 
var forventeligt. Begge elever vil fortsat gerne være med i projektet, og er dermed udvalgt til yderligere 
diagnosticering. Disse to elever er også med i delrapport 1, se Udvælgelse af elever side 42. 
 
FIGUR 31 - HTX KLASSENS BESVARELSE AF 23 SPØRGSMÅL TIL PROFESSOREN 
Kigger man på HTX klasses besvarelser, se Figur 31, får man indtrykket af af et stærkt midterfelt af elever 
med enkelte svage. Dette fremgår også af Figur 26 - Boksplot over de 3 klassers svar, hvor man kan se der er 
lille forskel på 75% og 90% percentilerne. HTX eleverne 29, 34, 42 og 45 var udpeget som svage elever, og de 
skiller sig også ud, særligt med spørgsmålene der kræver begrundelse.  
  82/204 
 
Enkelte andre HTX elever klarede sig en smule ringere end forventet, men ikke i en sådan grad at det gav 
grundlag til yderligere diagnosticering.1 
De udpegede elever blev hurtigt spurgt om testen, og hvordan de syntes det gik. Her virker eleven HTX29  
interessant, da eleven svarer rigtigt på 10 ja/nej spørgsmål, men 3 svar med begrundelse, hvor 
begrundelserne endda ligger til den svage side. Af de svage elever udviser denne elev frustration over ikke at 
være bedre til svarene med begrundelse, og viser interesse for at blive bedre. De andre svage elever virker 
ligeglade og ønsker ikke at yde ekstra i forhold til at forbedre sig. Af denne årsag er eleven HTX29 valgt til 
yderligere diagnosticering.  
10 logiske spørgsmål 
Da vi på forhånd var interesserede i at undersøge hvorvidt elevernes generelle logiske kompetence var en 
snublesten i forhold til (deduktiv) ræsonnement, lavede vi et lille ekstra spørgeskema med 10 logiske 
spørgsmål som eleverne blev bedt om at svare på. Spørgeskemaet blev igen givet via Google Formulars 
(Gjerlufsen, et al., 2015).  De første seks spørgsmål kan man svare på uden kendskab til matematik. De sidste 
fire spørgsmål kræver kendskab til grundlæggende geometri og trigonometri. 
1. Sørens far har tre børn. Den ene hedder Rip og den anden hedder Rap. Hvad hedder det sidste barn? 
2. Der er en have med et træ, hvor der er fire æbler. Så kom præsten og hans datter og degnen og hans 
kone og tog ét hver. Der blev ét tilbage, hvordan kan det være? 
3. Der gik to jyder hen ad landevejen. Den ene var den andens far, men den anden var ikke den enes 
søn. Hvordan kan det gå til? 
4. En mor har fire sønner, og hver søn har en søster. Hvor mange børn har moderen? 
5. To fædre og to sønner var ude at fiske. Det var ikke en af deres store dage på vandet, men de fik da 
fanget tre fisk, så der blev lige en til hver. Hvordan kunne det lade sig gøre? 
6. Sørens mor siger, at Søren har sagt at hans cykel er grøn. Søren taler altid sandt, og Sørens mor lyver 
altid. Hvad ved vi om Sørens cykel? 
7. Pythagoras Læresætning bruges i retvinklede trekanter, kan den også bruges i vilkårlige trekanter? 
8. Cosinusrelationen bruges i vilkårlige trekanter, kan den også bruges i retvinklede trekanter? 
9. I matematik er ethvert kvadrat et rektangel, og ethvert rektangel er en firkant. Er det så korrekt, at 
enhver firkant er et kvadrat? 
10. Er ethvert rektangel et kvadrat? 
 
Eleverne bør kunne svare på spørgsmål 9 og 10 med den viden de har fra grundskolen. I forenklede Fælles 
Mål for matematik i grundskolen, (EMU, 2014) ,fremgår det, at efter 9. klasse forventes eleverne blandt 
andet at have følgende færdighedsmål og vidensmål indenfor geometri og måling: ”Eleven kan forklare 
sammenhænge mellem sidelængder og vinkler i retvinklede trekanter” og ”Eleven har viden om den 
pythagoræiske læresætning og trigonometri knyttet til retvinklede trekanter”. 
                                                          
1
 Spørgsmålene er senere gennemgået med klassen, da de var ganske nysgerrige, og i denne gennemgang kom der en 
del ”nåårh” udbrud, som måske forklarer hvorfor enkelte elever klarede sig lidt ringere end deres lærer først havde 
forventet. 
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FIGUR 32 - DE 10 LOGISKE SPØRGSMÅL 
Fra EUX klassen deltog 8 elever, fra HHX klassen deltog 30 elever, og 20 elever fra HTX var med. På Figur 32 
kan man se, hvor mange procent af eleverne fra de tre klasser, som svarede rigtigt på de forskellige 
spørgsmål. 
Som det ses, klarer hovedparten af eleverne det første spørgsmål, dem som svarer forkert skriver enten Rup 
eller at vi mangler oplysninger. Da dette spørgsmål er det første, kan det være, at de elever der svarer 
forkert gør det, fordi de ikke giver sig tid til at læse spørgsmålet ordentligt.   
I spørgsmål 2 har en del elever problemer, fordi de ikke ved, hvad en degn er.  
Blandt dem som i spørgsmål 3 ikke overvejer, at en far kan have en datter, er det typiske svar papfar, 
adoption eller ” Fordi faren ikke er søn til sønnen”. De elever som svarer ” Fordi faren ikke er søn til sønnen”, 
mener den didaktiske kontrakt (Brousseau, 1997) er brudt og at der bliver stillet et spørgsmål, som ikke kan 
besvares.  
Som det ses gennemskuer hovedparten af eleverne spørgsmål 4, og skriver moderen har 4 børn. Det 
hyppigste forkerte svar er 8 børn. 
I spørgsmål 5 har alle HTX eleverne svaret rigtigt, hvor det på EUX er 63 % og på HHX er 60 %. En del af 
eleverne har svaret ” Den ene er farfar” eller ” En farfar og to sønner” disse svar har vi ikke godtaget, selvom 
eleverne formodentlig har ræsonneret det rigtige, men eleverne får ikke argumenteret korrekt. 
Med spørgsmål 6 ville vi teste, om eleverne forstår en negation. Det gør de tilsyneladende ikke, idet kun 26 
% af vore elever har kunnet svare rigtigt, at vi ingenting ved om Sørens cykel.  
Spørgsmål 7 og 8 handler om forskellen på hvilke formler der kan bruges i henholdsvis retvinklede og 
vilkårlige trekanter. EUX og HHX eleverne klarer spørgsmål 8 væsentlig bedre end spørgsmål 7, hvor det er 
omvendt for HTX eleverne, vi har ikke fundet en forklaring på denne forskel. På spørgsmål 7 omkring 
Pythagoras svarer 60 % af vores elever korrekt, der er dog stor forskel på klasserne, idet kun 25 % af EUX 
eleverne kan svare korrekt, men 90 % af HTX eleverne.  Forskellen mellem klasserne er langt mindre på 
spørgsmål 8, idet 63 % af EUX, 70 % af HHX og 75 % af HTX eleverne har svaret rigtigt. 
De sidste to spørgsmål klarer eleverne i de tre klasser næsten lige godt. Disse spørgsmål bør eleverne også 
kunne besvare med den viden de har med fra grundskolen. 
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FIGUR 33 - ANTAL SPØRGSMÅL ELEVERNE HAR SVARET RIGTIGT PÅ. 
På Figur 33 kan man se, hvor mange spørgsmål hver enkelt elev har kunnet svare rigtigt på. Vi har en 
formodning om, at de to der svarede rigtigt på henholdsvis intet og et spørgsmål ikke har taget testen 
seriøst. Eleven der ikke har nogle rigtige svar skifter til EUD ved sommerferien. Eleven der har svaret rigtigt 
på et spørgsmål, har kun lavet seriøse forsøg i tre af spørgsmålene. 16 % af vores elever har svaret rigtigt på 
mindre end 5 spørgsmål, 60 % af vores elever svarer rigtigt på mere end 6 spørgsmål. Derfor vil vi 
konkludere, at hovedparten af vores elever ikke har en snublesten i forhold til deres generelle logiske 
kompetence i forhold til (deduktiv) ræsonnement.   
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Diagnosticering 
Trin to i vejledningen er at diagnosticere hvilke problemer eleverne kunne have. For at lette processen blev 
en håndfuld elever udvalgt, hvorefter der blev afholdt individuelle interviews med de udvalgte elever. 
Udvælgelse af elever 
På baggrund af detektionstesten blev enkelte elever fra de klasser der havde taget detektionstesten udvalgt 
til at deltage i videre forløb med diagnosticering og intervenering. Eleverne blev primært valgt ud fra deres 
begrundelser af svarene i detektionstesten, da vi primært ønskede at undersøge og arbejde med matematisk 
ræsonnement.  
Som før nævnt, vil vi af hensyn til elevernes anonymitet benævne dem EUX31, HHX9, HHX20 og HTX29. HHX9 
og HHX20 var også blandt de elever vi udvalgte sidst. 
Elevinterviews 
I dette afsnit vil udvalgte dele, der er relevante for diagnosticeringen, af vores interviews blive gennemgået.  
På EUX og HHX blev samtalerne med eleverne optaget ved hjælp af en Smartpen. På HTX blev interviewet 
videofilmet. Optagelserne af samtalerne foregik alle med elevernes accept. I alle interviews var både 
spørgsmål og elevens svar, fra detektionstesten, printet ud som samtaleemne. 
Nogle af transskriberingerne vil inkludere elevernes egne noter optaget via en Smartpen. Det følgende afsnit 
er, som nævnt, ikke en komplet transskribering af alle interviews, men et udpluk af de spørgsmål, der er 
bedømt relevant for vejledning og diagnosticering af eleverne.  
Elev EUX31 
EUX31 har svaret rigtigt på 7 spørgsmål, 3 ja/nej, 4 med begrundelser.  
EUX31 har svaret ”Det ved jeg ikke” til spørgsmålet, hvor man skal begrunde, at der ikke findes nogen løsning 
til ligningen 38𝑥 + 72 = 38𝑥. 
Eleven vil gerne have, at der skal stå 0 på højre side af lighedstegnet. Han ved også, at for at komme frem til 
dette skal han trække 38𝑥 fra, og at det skal være på begge sider af lighedstegnet, eleven kommer frem til: 
 
EUX31: ”så skriver den så 72 er lig med nul” 
Lærer: ”Ja, når der står det, hvad tænker du så?” 
EUX31: ”Det kan ikke lade sig gøre” 
Lærer: ”Nej, det kan ikke lade sig gøre. Så har du nu begrundet at der ikke findes nogle løsninger til 
ligningen?” 
EUX31: ”Der kunne også være en anden måde at gøre det på, men man kunne nok også godt gå ud i, at der 
ikke er nogen løsning.” 
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Eleven opfatter ikke, at der er brud på den didaktiske kontrakt (Brousseau, 1997), hertil har eleven for mange 
snublesten inden for ligningsløsning, eleven har en meget ringe relationel forståelse af ligningsløsning 
(Skemp, 1979).   
I spørgsmålet hvor man skal begrunde, at ethvert tal er løsning til ligningen 3𝑥 − 𝑥 = 2𝑥 har eleven skrevet  
 
Da eleven under diagnosticeringen bliver spurgt, om han ved hvad ”ethvert tal” betyder, ved han det ikke. 
Efter eleven har fået forklaret, hvad ”ethvert tal” betyder, skriver han ligningen op. 
EUX31: ”Så den er rigtig nok, som den står nu. Så hvis jeg for eksempel sætter 7 ind så vil den ikke gå.” 
Lærer: ”Prøv” 
 
EUX31: ”Det er 4, nå 6 det er 4” 
Lærer: ”Når du siger, sætter 7 ind?” 
EUX31: ”Ja?” 
Lærer: ”Så skal du sætte 7 ind på x’ets plads” 
EUX31: ”Nå ja, på den måde, så man bare siger 7” 
Lærer: ”Ja, så skal der stå, alle de steder der står x. Så der kommer til, at stå 3 gange 7 minus 7 er lig 2 gange 
7” 
Lang pause: 
EUX31: ”Så 3x gange 7x?” 
Eleven forstår ikke, at han skal sætte 7 ind på x plads. Eleven får skrevet stykket op, men vil gerne bruge et 
”x” som gangetegn. EUX31 får ”lagt tallene sammen” og kommer frem til: 
 
Hvorefter han konkluderer ”Det er jo rigtig nok”. 
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Lærer: ”Har vi så nu begrundet at ethvert tal er løsning til ligningen?” 
EUX31: ”Ja” 
Det går op for eleven at tallet 1 også passer i ligningen.  
EUX31: ”men man kan sagtens sætter den op med nogle andre tal. Så hvis vi skal gå igennem alle tal…” 
Eleven har tydeligvis et empirisk bevisskema (Harel & Sowder, 2007).  
 
Elev HHX9 
HHX9 har svaret rigtigt på i alt 17 spørgsmål. De 10 er ”ja/nej” og de 7 er med begrundelser. I spørgsmål 2 
hvor man skal begrunde, at der ikke findes nogen løsning til ligningen 38𝑥 + 72 = 38𝑥 skriver eleven: ”Det 
er der.. så hvad er problemet..................? 38x går op i 38x?” Eleven opfatter her et brud på den didaktiske 
kontrakt (Brousseau, 1997). Ved samtale begynder eleven med at sige, at han ikke forstår opgaven, for der 
må være en løsning. Da eleven så sidder og løser opgaven, kommer han frem til 72 = 0𝑥 og først her går det 
op for ham, at ”der ingen x’er er” og dermed konkluderer han, at så er der ingen løsning.  
 
I spørgsmål 3 hvor man skal begrunde, at ethvert tal er løsning til ligningen 3𝑥 − 𝑥 = 2𝑥 har eleven i testen 
intet skrevet. Da eleven skal løse opgaven ved samtalen, begynder han med at sætte tallet 5 ind på 𝑥’s plads 
og kommer frem til at 5 er en løsning.  
Lærer: ”Ja. Nu har du vist, at 𝑥 = 5 er en løsning, men du skulle jo vise at ethvert tal er løsning?” 
HHX9: ”Kan man så bare ikke sætte et andet tal ind?” 
Der er her en antydning af empirisk bevisskema (Harel & Sowder, 2007), da et eksempel bruges som 
begrundelse for et fuldstændigt svar. 
Lærer: ”Har vi så vist at ethvert tal er løsning til ligningen? Der findes jo uendelig mange tal.” 
HHX9: ”Nej.” 
Eleven betragter nu venstre side af lighedstegnet og kommer frem til, at 2𝑥 = 2𝑥 og igen kommer der 
samme brud på den didaktiske kontrakt, fordi ”x’erne går ud med hinanden”. Men efter lidt tid og samtale 
med læreren, går det op for eleven, at 2𝑥 = 2𝑥 for ethvert 𝑥 og han begrunder så, at ethvert tal er løsning til 
ligningen.  
Til spørgsmål 22; at tallet 7 er den mest sandsynlige sum ved kast med to terninger, har eleven svaret ”Jeg 
kan ikke svare”, og eleven har svært ved at se hvordan han skal gribe denne opgave an.  
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HHX9 starter med at skrive 6 ∗ 6 = 36 
Lærer: ”Det er rigtigt.” 
HHX9: ”Hvis man så plusser får man 12 ...  og 36 divideret med 12 er 3. Så svaret er 3!” 
Lærer: ”Neej...” 
HHX9: ”Man kaster to terninger... Så er det 6!” 
Lærer: ”Hvorfor tror du det er 6?” 
HHX9 læser opgaven igennem igen, og siger ”Det skal være 7”.  
Han får nu hjælp til at modellere ved hjælp af en grafisk repræsentation, ved at betragte de 36 mulige udfald 
i et koordinatsystem, og kan herefter så komme frem til at den mest sandsynlige sum er 7. 
 
Elev HHX20 
HHX20 har svaret rigtigt på i alt 15 spørgsmål. De 8 er ”ja/nej” og de 7 er med begrundelser. Ved samtalen 
bliver han spurgt til bl.a. spørgsmål 6; Anser du følgende argument for holdbart: 
”Det passer aldrig, at (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2, for vi ved jo, at der altid gælder at (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2.” 
Her har eleven svaret ”Nej”. Han bliver spurgt, om han kan uddybe det.  
HHX20: ”Ved vi egentlig, at der altid gælder at (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 ?” 
De har flere gange stiftet bekendtskab med (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏, men HHX20 har snublesten indenfor 
symbol- og formalismekompetencen, så det gør det noget mere uoverskueligt at der står (𝑥 + 𝑦)2 i stedet 
for (𝑎 + 𝑏)2.   
Lærer: ”Hvordan kunne vi finde ud af, at vi ved jo, at der altid gælder at (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 ?” 
HHX20: ”Vi kan gange de to parenteser sammen?” 
Lærer: ”Prøv det.” 
Vi har nu en didaktisk situation, hvor læreren tillader eleven at lære at udøve matematik, og ikke kun at 
memorere det (Brousseau, 1997). 
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HHX20 får udregnet parenteserne uden hjælp fra læreren. Han er blevet meget bedre til algebra, efter han 
har deltaget i matematikvejledningen, og er nu i gang med at lave et bevis, der ’forklarer’ (Hanna, 1990). 
Lærer: ”Hvordan kan vi så afgøre hvorvidt det aldrig passer, at (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2 ?” 
HHX20: ”Der står ikke det samme, så er det nok ikke det samme?” 
Lærer: ”Må x eller y eller begge være 0”? 
Læreren kommer her med et brud på den didaktiske kontrakt, da læring ikke handler om at overholde den 
didaktiske kontrakt, men også om at bryde den og foretage justeringer. HHX20 er nemlig i nogen grad villig til 
at afvise kontrakten, så der kan ske læring (Brousseau, 1997). 
HHX20 kommer uden hjælp fra læreren frem til, at påstanden gælder hvis x eller y er 0. 
Elev HTX29 
Lærer:” I spørgsmålet 38x+72=38X, har du svaret: ”Der er ikke nogen løsning fordi hvis man skal løse 
ligningen skal x'erne samles. 38x-38x giver 0 og 0 er ikke en gyldig x værdi”. Kan du forklare hvad du har 
tænkt her?” 
HTX29: ”Altså da jeg lavede den satte jeg den op, og tænkte at det kan ikke lade sig gøre når vi får nul x, da 
det er en ligning og vi altid skal finde en x.” 
Allerede her udtrykker eleven en opfattelse af hvad der skal ske, når man skal løse en ligning, man skal finde 
en x, dvs. spørgsmålet er faktisk et brud på elevens didaktiske kontrakt (Brousseau, 1997), men det er ikke 
blevet opdaget. 
Lærer: ”I det næste spørgsmål ”3x-x=2x” der viser du et eksempel med at sætte 3 ind på x’s plads og viser at 
det giver 6 på begge sider. Og skriver så at hvis man bruger andre tal, så vil der bare stå 2 gange tallet på 
begge sider, hvilket jo er rigtigt nok. Men før sagde du det galt om at finde en x, hvad hvis du forsøger det 
nu?” 
HTX29 kigger på ligningen og regner lidt og finder ud af at x’erne går ud med hinanden. 
Lærer: ”Før sagde du at når x’erne gik ud så var der ingen løsninger, nu går de også ud, men der er 
løsninger…” (afbrudt) 
HTX29: ”så må der vel også være løsninger til den første?” 
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HTX29 føler sig her meget mere sikker på svaret i denne opgave end den første, og forestiller sig så, at han 
må have lavet en fejlbegrundelse i den første opgave. Den potentielle kognitive konflikt (Tall & Vinner, 1981) 
der ligger i begrundelsen, bliver ikke rigtig vakt til live hos HTX29. 
HTX29 viser også med sit svar, en antydning af empirisk bevisskema (Harel & Sowder, 2007), da et eksempel 
bruges som begrundelse for et fuldstændigt svar. 
Her kan det indskydes at HTX29 går i en Biotek klasse, og i rigtig mange af de underviste fag, ligger fokus på 
empiri og tolkning på empiri. Det kan tænkes at der ikke er opbygget en egentlig tilstrækkelig socio-
matematisk norm for hvad der kvalificerer, som en tilstrækkelig begrundelse i forhold til de normer eleven 
bruger i de andre fag (Cobb & Yackel, 1996). Dette kunne eventuelt være interessant at kigge på i et 
interveneringsforløb. 
Lærer: ”Hvis vi nu ser på ” ”I 2010 var nationalproduktet pr. indbygger ca. 47000 $ i USA og ca. 37000 $ i 
Danmark. Taget under ét for de to lande var nationalproduktet pr. indbygger derfor (47000+37000)/2 = 
42000 $.” Der har du svaret ”det er sandt da man skal tage alle observationer og lægge sammen og derefter 
dividere med antallet af observationer.” 
HTX29: ”Jeg kan godt se hvad jeg har tænkt, men de er da ikke rigtigt er det? Er man ikke nødt til at tage 
hensyn til størrelsesforholdet?” 
Herefter får lærer og elev en lille snak om gennemsnit, og det er tydeligt at HTX29 har forstået pointen. Vi 
gennemgår også spørgsmålet omkring biblioteksgængere, og her viser HTX29 hurtigt en forståelse for det er 
samme problemstilling som før. 
HTX29 har en tendens til at gribe den første metode der relaterer sig til problemstillingen, og bruge den uden 
videre fundering. Det har været observeret lignende tendenser i den almindelige undervisning, i opgaver 
med flere delelementer, vælger HTX29 en passende metode til den første delopgave, og bruger samme 
metode fremefter uden tage særligt hensyn til eventuelt ændrede forudsætninger. 
Efter en samtale med HTX29, virker det til at det er et ”levn” fra grundskolens matematik undervisning, hvor 
man efter at få indført et nyt begreb, øvede begrebet med opgaver, hvor delopgaverne alle brugte samme 
metode, man har altså ikke skulle skifte metode særlig tit i den samme opgave. Det er opfattelsen at eleven 
sidder fast i en didaktisk kontrakt eller socio-matematisk norm, som må brydes for at afhjælpe dette problem 
(Brousseau, 1997). 
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Resultat af diagnosticeringen 
I dette afsnit vil resultaterne af diagnosticeringerne blive præsenteret i Tabel 8, Tabel 9 og Tabel 10.  
 
EUX31 
Logik Eleven har en rimelig logisk sans. Eleven har svaret rigtigt på 6 af de logiske spørgsmål. 
Bevisskemaer Eleven virker til at have et empirisk bevisskema, måske med tendens mod et eksternt 
overbevisnings bevisskema (Harel & Sowder, 2007), idet eleven er meget autoritetstro. 
Didaktisk kontrakt Opdager ikke nødvendigvis, når den didaktiske kontrakt brydes, da der er mange 
grundlæggende snublesten indenfor algebra og symbol- og formalismekompetencen 
generelt (Brousseau, 1997). Accepterer i undervisningen, når den didaktiske kontrakt 
bliver brudt, hvis læreren spørger igen, selvom det første svar var rigtigt (Cobb & 
Yackel, 1996). 
Socio-
matematiske 
normer 
Eleven har en socio-matematiske norm der virker til at retfærdiggøre empiri som 
begrundelse. Eleven mener ligeledes at begrundelser er unødvendige, og kun 
medtages for lærerens skyld (Cobb & Yackel, 1996) 
Beliefs Adspurgt viser det sig, at denne elev har en række Beliefs der kan blokere for 
matematiklæring ”Matematik er svært, det kan jeg ikke lære på egen hånd. Kan 
opgaven ikke løses på 5 minutter kan den ikke løses.” og ”Matematiske problemer har 
kun et rigtigt svar” (Shoenfeld, 1992) og (EMS, 2013). 
Konklusion Har generelt en svag relationel forståelse (Skemp, 1979) og opdager derfor ikke 
nødvendigvis når den didaktiske kontrakt brydes (Brousseau, 1997). Har mange 
grundlæggende snublesten. Elevens problemer stammer tilsyneladende fra flere 
sammenflettede dele. Der er ligeledes et manglende behov eller incitament til at 
nedskrive ræsonnementer i opgaveløsninger. 
TABEL 8 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA - EUX31 
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HHX9 
Logik Eleven har en fornuftig logisk sans. 
Bevisskemaer Eleven virker til at være i et empirisk bevisskema (Harel & Sowder, 2007). 
Didaktisk kontrakt Har det meget svært, når den didaktiske kontrakt brydes (Brousseau, 1997). 
Socio-
matematiske 
normer 
Har det svært ved en spørgende matematikundervisning, da eleven er vant til at det er 
læreren som kommer med forklaringerne. Er ikke vant til at skulle argumentere for sin 
løsning (Cobb & Yackel, 1996). 
Beliefs Almindelige elever kan ikke forventes at forstå matematik, det kan kun forventes at 
lære det udenad og så bruge det uden egentlig at forstå det (Shoenfeld, 1992). Hvilket 
er i overensstemmelse med, at eleven har en svag relationel forståelse (Skemp, 1979). 
Adspurgt har eleven følgende Belief: ”Der er kun en rigtig måde at løse et problem på – 
oftest det som læreren sidst har demonstreret for klassen”. 
Konklusion Har generelt en svag relationel forståelse og har det rigtig svært når den didaktiske 
kontrakt brydes. Har følgende Belief: ”Der er kun en rigtig måde at løse et problem på – 
oftest det som læreren sidst har demonstreret for klassen”, hvilket stemmer godt 
overens med elevens socio-matematiske norm. 
HHX20 
Logik Eleven har en fornuftig logisk sans. 
Bevisskemaer Eleven virker til at være i et empirisk bevisskema (Harel & Sowder, 2007), men kan 
godt simple deduktive bevisskemaer, hvor beviserne ”forklarer” (Hanna, 1990). 
Didaktisk kontrakt Er i nogen grad villig til at afvise kontrakten, så der kan ske læring (Brousseau, 1997). 
Socio-
matematiske 
normer 
Har det svært ved en spørgende matematikundervisning, da eleven er vant til at det er 
læreren som kommer med forklaringerne. Er ikke vant til at skulle argumentere for sin 
løsning (Cobb & Yackel, 1996), men vil gerne lære det. 
Beliefs Matematiske problemer har kun et rigtigt svar (Shoenfeld, 1992). 
Konklusion Har stadig snublesten indenfor algebra, men er villig til at bryde den didaktiske 
kontrakt, så der forekommer læring. Er meget interesseret i at skrive ræsonnementer 
ned i forbindelse med sine opgaveløsninger. 
TABEL 9 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA - HHX9 OG HHX20 
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HTX29 
Logik Eleven udviser ikke nogen særlige vanskeligheder ved almindelig logiske 
problemstillinger, men har lidt problemer med matematisk deduktion. 
Bevisskemaer Eleven virker til at være fæstet godt og grundigt i et empirisk bevisskema (Harel & 
Sowder, 2007). 
Didaktisk kontrakt Eleven sider til tider fast i sin overbevisning om hvad en given type spørgsmål 
indeholder, eksempelvis i ligningsløsning er formålet altid at finde værdien af en x 
(Brousseau, 1997). 
Socio-
matematiske 
normer 
Den socio-matematiske norm eleven ligger under, virker til at retfærdiggøre empiri 
som begrundelse, hvilket evt. kan være på grund af vægten på empiri i elevens andre 
tekniske fag (Cobb & Yackel, 1996). 
Beliefs Matematiske opgaver skal stilles og besvares på en bestemt måde eller i en bestemt 
rækkefølge. 
Konklusion Elevens problemer virker til at stamme fra flere sammenflettede dele, et manglende 
behov eller incitament til at bruge deduktiv eller generelle begrundelser, koblet med 
en overbevisning om hvordan opgaverne skal konstrueres/besvares. 
TABEL 10 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA - HTX29 
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Intervention 
Det tredje trin i vejledningen er interventionen, hvor der tages hånd om elevens problemer. I dette afsnit vil 
interventionsmetoderne blive gennemgået, sammen med en klassevis evaluering af interventionsforløbet, 
hvori relevante bemærkninger og kommentarer til forløbet vil blive præsenteret. 
Klasserumsintervention 
På baggrund af, at nogle af elevernes problemer med blandt andet ræsonnement, tilsyneladende er influeret 
af både de socio-matematiske normer samt den didaktiske kontrakt, virkede det for os oplagt at vælge en 
klasserums baseret intervention. Da det dels virkede som den optimale måde at fremme elevernes behov for 
ræsonnement. Det er vores vurdering, at selv de elever der måske ikke har læringsvanskeligheder, næppe 
tager skade af at træne deres ræsonnementskompetence, og måske snarere kan hjælpe de andre elever. 
Samtidig er det den mundtlige dimension af ræsonnementskompetencen vi i første omgang ønsker at styrke, 
ved dette interventionsforløb. Dette mener vi bedst sker ved en klasserumsintervention, hvor de udvalgte 
elever har mulighed for at øve deres ræsonnementskompetence i samspillet med deres klassekammerater. 
Som lærere har vi stadig fokus på de udvalgte elever. 
Formålet med interventionsforløbet er, at forsøge at skabe et behov hos eleverne for at kunne lave et 
matematisk ræsonnement, samt at give et indblik i hvad der er korrekt og ikke mindst et tilstrækkeligt 
ræsonnement.  
En anden fordel med interventionsforløbet som klasserumsintervention er, at det giver mulighed for at bryde 
med den didaktiske kontrakt, samt eventuel kan være med til at flytte de socio-matematiske normer i 
klassen, til gavn for alle.  
Da ikke alle klasser er ens, og ikke nødvendigvis er på samme niveau kan interventionerne selvfølgelig ikke 
foregå helt ens, da der skal tages hensyn til eleverne, lærerens måde at undervise på mm. I de følgende 
afsnit vil de overordnede rammer for interventionsforløbene blive gennemgået, altså det generelle faglige 
indhold, samt vores begrundelse for at bruge netop dette materiale til interventionerne. 
Selve interventionen har varieret en smule i vores klasser, for netop at tilgodese elevsammensætningen og 
de allerede etablerede socio-matematiske normer. Eventuelle forskelle der er relevante at nævne vil blive 
gennemgået i afsnittet ”Evaluering af interventionsforløbet i de forskellige klasser”. 
Intervention 1 – Indledende ræsonnement 
I det første interventionsforløb ville vi gerne forsøge at vække elevernes interesse eller behov for at komme 
med en matematisk forklaring. Det var vores vurdering, at for at det kunne lykkedes, så var det nødvendigt 
med noget matematik af en art, som eleverne var rimelig komfortable med, men samtidig kunne overraske 
dem. 
Inspireret af Mogens Niss’ tankelæsnings trick (mundtlig fremlægning på matematikvejleder internat 2. 
januar 2015) faldt valget på nogle ”tankelæser tricks” fra (Carstensen & Frandsen, 2007, pp. 33-35). 
I det første trick får eleven besked på ” Tænk på et tal. Læg 5 til. Udregn det dobbelte af resultatet. Træk 4 
fra. Halvér resultatet. Træk det tal fra, du først tænkte på. Så er resultatet 3.” Her er det selvfølgelig 
meningen at eleven skal blive overrasket og undre sig over resultatet. Herefter bliver eleven bedt om at gøre 
rede for hvorfor følgende rækkefølge passer til de beskeder eleven fik, og hvorfor de forklarer at det altid 
giver 3: 
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 5 2 5 2 10
2 10 4 2 6 3 3 3
x x x x
x x x x x
       
         
 
Alle eleverne fik både beskeder og rækkefølgen udleveret samtidig. Det er muligt nogle af de fagligt stærke 
elever selv kunne finde frem til rækkefølgen, men da vores fokus er på de fagligt svage elever valgte vi ikke at 
give de fagligt stærke elever denne mulighed. 
Herefter fik eleverne givet rækkefølgen 
2 5 10 5 5 1a a a a a         
hvor det så var elevernes opgave at fremstille en række kommandoer der ville resultere i talrækken, samt at 
forklare ideen bag dette tankelæser kneb. 
Til sidst blev eleverne bedt om at udføre tre talrækker ud fra en række kommandoer samt vurdere hvad 
resultatet bliver i de enkelte tilfælde. 
”Skriv følgende ’tricks’ med bogstaver på samme måde som ovenfor og afgør i hvert tilfælde hvilket resultat, 
man får: 
1. Vælg et tal. Læg 3 til. Tag det dobbelte. Læg 4 til. Halvér resultatet. Træk det tal fra, du først tænkte på. 
Hvad er resultatet? 
2. Vælg et helt tal. Læg det tal, der er 1 større, til. Læg 7 til. Halvér resultatet. Træk det tal fra, du først tænkte 
på. Hvad er resultatet? 
3. Vælg et tal og gang det med 3. Læg det tal, der er 1 større end det valgte tal til. Læg 11 til. Dividér 
resultatet med 4. Træk 3 fra. Hvad er resultatet?” 
Ideen med denne tankelæser opgave er for det første at få eleverne til at tænke ”hov, hvordan hang dét lige 
sammen?”, samt at kunne observere hvordan deres tilgang er til opgaverne. Derudover tvinger opgaverne 
eleverne til at skifte register (Duval, 2006) i forbindelse med at de forklarer opgaverne. Det er så vores 
forhåbning at eleverne opdager at matematisk ræsonnement kan bruges både til at komme fra tekst til 
matematik og omvendt, men også samtidig være med til at kaste lys over hvad der faktisk sker i processen.  
Derudover er forklaring af tænkelæser tricks noget der ligger uden for almindelige opgavetyper, og derfor 
dækker elevernes Beliefs og de etablerede socio-matematiske normer forhåbentligt ikke, vi håber dette vil 
anspore eleverne til en bedre form for ræsonnement end de plejer. 
Til de dygtigere elever var der også forberedt yderligere matematiske tricks, disse vil ikke blive gennemgået 
her, men kan ses i Bilag B1 side 188. 
Intervention 2 – Bevisførelse 
I det andet interventionsforløb ville vi gerne flytte fokus over på beviser og ræsonnement i forbindelse med 
beviser. 
Gymnasielever, observeret af os selv og i litteraturen (Shoenfeld, 1992), har ofte Beliefs omkring, at der kun 
er en måde at løse et matematisk problem på og hertil sammenholdt med et ikke altid positivt syn på 
beviser. Det var derfor vigtigt for os at vise, at beviser faktisk godt kan være forklarende og forståelige, 
samtidig med at man kan nå frem til facit af flere veje. 
Af denne årsag valgte vi at tage udgangspunkt i ”beviser der forklarer” (Hanna, 1990). Gila Hanna har i sin 
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tekst fire eksempler på et bevis over summen af n positive heltal. Det første bevis er et rekursivt bevis der 
udnytter at hvis reglen gælder for 𝑘, så behøver man kun vise at reglen også gælder for 𝑛 = 𝑘 + 1 for at vise 
reglen. Beviset indeholder nogle klassiske bevismetoder, men viser ikke noget om hvad reglen betyder, eller 
hvordan den er kommet frem, og de deduktive metoder der er brugt, ligger nok uden for selv dygtige 
gymnasieelevers bevisskemaer. 
De tre andre beviser er alle beviser som Hanna kalder forklarende, det ene er Gauss’, de to andre er 
figurbetragtninger. De tre beviser vil blive gennemgået kort i det efterfølgende. 
Gauss’ bevis udnytter, at hvis man har en række på 𝑛 positive heltal, startende med 1, så vil tallene parvis 
startende med størst og mindst alle give summen 𝑛 + 1: 
 
1 2 ...
1 ... 1
2 1 1 ... 1 1
S n
S n n
S n n n n n
   
    
         
 
Altså vil det betyde at to gange summen af 𝑛 heltal, svarer til 𝑛 + 1 gange med 𝑛 heltal. Divideret med 2 
findes summen af n positive heltal som 
 1
2
n n
S
 
  
Dette bevis viser tydeligt hvorfra 𝑛 og 𝑛 + 1 og delt med 2 kommer fra, samtidig med at det ikke udnytter 
andre ”tricks” end det pudsige i at tallene indbyrdes danner par der er lige store. 
Det andet bevis starter med at opstille summen i et søjlediagram, se Figur 34. 
 
FIGUR 34 - SUMMEN AF N HELTAL ILLUSTRERET VED SØJLEDIAGRAMMER (HANNA, 1990) 
Her kan det ses at søjlediagrammet er n højt, men n+1 bredt. Derudover vil man opdage at den højeste søjle 
passer på den tomme plads, den næsthøjeste på 1’s plads osv. Dvs. hvis man igen har 2 summer, så vil 
summerne fylde en firkant der er n på den ene led og n+1 på den anden led, altså findes summen ved areal 
bestemmelse og at dividere med to som før. 
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FIGUR 35 - SUMMEN AF N HELTAL ILLUSTRERET VED TREKANTER 
En anden grafisk repræsentation er at opstille summen af 𝑛 heltal som trekanter bygget op af bolde/cirkler. I 
sådanne trekanter vil diagonalen indeholde 𝑛 bolde/cirkler. Spejler man trekanten og lægger oven i sig selv, 
vil man få et kvadrat, med 𝑛 bolde/cirkler vandret og lodret, se Figur 35. Antallet af cirkler/bolde i kvadraten 
er så 𝑛2, men på grund af diagonalen så vil der så være yderligere 𝑛 bolde/cirkler, altså 𝑛2 + 𝑛 = 𝑛 · (𝑛 + 1), 
hvorefter summen kan findes som før. 
Ideen med interventionssessionen er, at eleverne kan opdage at man faktisk kan få samme resultat af flere 
veje, samtidig med at de kan se at beviser, faktisk kan understøtte en påstand snarere end ”bare” at vise 
påstanden er sand. Derudover skulle sessionen gerne styrke elevernes evne til at ræsonnere over 
matematiske beviser. I praksis vil der være stor forskel fra klasse til klasse og hvor frie man kan lade dem 
være i forhold til at skulle forsøge selv med beviserne. En metode er at læreren kommer med påstanden, 
hvorefter eleverne så forsøger at arbejde med det og se hvad de kommer frem til, hvorefter læreren løbende 
i løbet af sessionen kommer med flere og flere hints. En anden metode er at give lidt ideer til at starte med, 
hvorefter eleverne så er på helt egen hånd med resten.  Andre metoder til at introducere diskussionen af 
beviser kan også bruges afhængig af klassen. 
Evaluering af interventionsforløbet i de forskellige klasser 
I dette afsnit vil de enkelte interventions sessioner for de enkelte klasser blive gennemgået og kommenteret. 
I HHX klassen, blev interventionsforløb 1 ikke gennemgået, som et egentlig sammenhængende forløb, og vil 
derfor ikke blive diskuteret. 
EUX Klassen Intervention 1 
I EUX klassen blev den første opgave fra intervention 1, se Bilag B1 side 188, gennemgået i fællesskab. 
Eleverne undrede sig over, at resultatet altid blev 3, men der var ikke nogen nærmere refleksion. 
Herefter fik eleverne besked på, at gå sammen i grupper og arbejde med resten af opgaverne. Eleverne 
skulle altså selv arbejde med opgaverne, målet med dette var at skabe situation, der tillader eleverne at lære 
at udøve matematik og ikke kun memorere det (Brousseau, 1997). 
De 10 elever deler sig normalt op i de samme 4 grupper. De to stærkeste går sammen, tre af de svageste 
ender i gruppe sammen og resten deler sig i to grupper. Normalt arbejder eleverne godt i disse grupper, men 
denne gang gik grupperne hurtigt i opløsning. Bortset fra de to stærkeste af eleverne, opgav de andre. Det 
blev nu de to stærkeste af elever, der styrede de andre gennem opgaverne. Disse to elever kaster sig altid 
flittigt over de opgaver de bliver præsenteret for, uden at stille spørgsmålstegn. De ville opfatte det som et 
brud på både den didaktiske kontakt og de socio-matematiske normer etableret i klasserummet, hvis de ikke 
går i gang med de opgaver de bliver præsenteret for, ligesom de vil forvente hjælp, med det samme, hvis de 
går i stå. 
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Eleverne fik i fællesskab arbejdet sig igennem opgaverne på tavlen. Idet de to stærkeste elever, som nævnt 
styrede processen, i starten brugte de eksempler, det virker som en bekræftelse på, at hovedparten af 
eleverne har et empirisk bevisskema (Harel & Sowder, 2007). De to stærkeste elever havde ikke problemer 
med at skifte register (Duval, 2006). EUX31 syntes opgaverne var sjove. På dagen fik han meget ud af 
forløbet, men han oplever ikke han kan bruge den viden han fik på længere sigt. EUX31 nåede ifølge (Sfard, 
1991) kun til internaliseringsfasen, hvor elevens forståelse af det nye begreb kun er operationel. 
HHX Klassen Intervention 1 
I HHX klassen blev den første opgave præsenteret for eleverne ved klassefremlæggelse: 
Lærer: ”Tænk på et tal. Læg 5 til. Udregn det dobbelte af resultatet. Træk 4 fra. Halvér resultatet. Træk det tal 
fra, du først tænkte på..” 
Lærer: ”Så er jeres resultat 3. Er det rigtigt?” 
Det var samtlige elever enige i. 
Klassen blev herefter inddelt i grupper på 3-4, hvor de skulle redegøre for, hvorfor resultatet altid bliver 3. I 
den gruppe hvor HHX9 var i, forsøgte de sig med et empirisk bevisskema, (Harel & Sowder, 2007). Det var der 
flere andre grupper der også gjorde, faktisk var der kun to grupper, der formåede at opskrive det rent 
deduktivt. 
Efterfølgende fik grupperne de resterende opgaver. Mange grupper valgte en empirisk tilgang. De grupper 
hvor de fagligt stærkeste elever var i, havde dog ikke problemer med at opskrive det rent deduktivt samt 
foretage registerskift (Duval, 2006). 
HTX Klassen Intervention 1 
I HTX klassen startede sessionen med at læreren udførte Mogens Niss’ trick med de 3 cifrede tal der altid 
giver 1089 for at vække eleverne lidt og for at vise at dagen ville gå med noget lidt anderledes end de plejer.2 
Derefter fik eleverne udleveret papirer med opgaverne fra intervention 1, se Bilag B1 side 188, med 
beskeden, at de skulle arbejde med opgaverne i grupper og snakke med hinanden indbyrdes i grupperne om 
opgaverne og hvordan man takler dem. I denne session fik eleverne lov til selv at danne deres grupper for at 
se om de sædvanlige klasserumsstrukturer ville fungere anderledes under denne nye type opgave. 
Under sessionen fik eleverne lov til selv at arbejde med opgaverne, for at skabe mulighed for læring 
(Brousseau, 1997), de fik af vide at det vigtigste var deres argumentation og den diskussion de havde 
indbyrdes, snarere end at nå alle opgaverne, og at de således heller ikke ville modtage særlig meget hjælp til 
opgaverne. 
Særlig interessant var det at gruppen hvori HTX29 sad, der blev de første instruktioner læst op, og i gruppen 
forsøgte de så med et selvvalgt tal, og fik så resultatet 3. Ikke overbevist fortsatte gruppen nu med et nyt tal, 
og fik igen 3. For at være sikre, prøvede gruppen så med et 4 cifret tal, et kommatal, et negativt tal, og til 
sidst med π, i alle tilfælde gav det selvfølgelig 3, lige bortset fra π hvor det gav 3.000001 til kortvarig triumf 
for gruppen, indtil de hurtigt overbeviste sig selv om, at det måtte være afrundingsfejl på deres 
lommeregner på grund af, π har uendelig mange cifre. 
                                                          
2
 Eleverne vågnede og op til flere var ganske begejstrede, og nysgerrige ´hvorfor dog lige det kunne lade sig gøre.´, 
hvilket i sig selv blev betragtet som en succes, eftersom det var efter kl 14. Eleverne blev bedt om at vælge et 3-cifret 
tal fx 123, skrive tallet i omvendt rækkefølge 321, trække det mindste tal fra det største 321 − 123 = 198, skriv tallet i 
omvendt rækkefølge 891, læg de to sidste tal sammen 198 + 891 = 1089. 
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Det var først efter alle disse udregninger, at gruppen overhovedet kiggede på den matematiske proces, der 
netop skulle hjælpe til at forklare hvorfor resultatet blev 3. 
Dette virker som en bekræftelse på at HTX29 har et empirisk bevisskema, men ikke nok med det, så virker 
det til at hans sædvanlige arbejdsgruppe også arbejder under det empiriske bevisskema (Harel & Sowder, 
2007). 
I andre grupper hvor en eller flere elever, der til daglig har en mere deduktiv tilgang til matematikken, blev 
diskussionen hurtigt ledt hen på den generelle proces og snak om hvorfor den fungerede som en forklaring 
til beskederne, også selvom der måske sad en eller flere i gruppen som på egen hånd nok var tyet til empiri. 
Det virkede som om, at der i de sædvanlige grupperinger indenfor klassen eksisterede forskellige socio-
matematiske normer (Cobb & Yackel, 1996). Derudover kom de grupper hvor elevsammensætningen, ud fra 
lærerens meget grove skøn, bestod af elever med henholdsvis deduktivt og empirisk bevisskema kom 
væsentlig hurtigere igennem opgaverne (hvor alle medlemmer faktisk var med!), end de grupper hvor det 
overvejende var empirien der blev brugt som argumentationsmetode. 
I en enkelt gruppe som bestod af et par af de rigtig dygtige elever, blev opgaverne hurtigt gnavet igennem, 
fordi de syntes det var mere spændende at finde ud af tricket med de 1089. Denne gruppe kom selv frem til 
de vigtigste elementer i hvorfor det forholdte sig sådan. Og med et enkelt hint om at forsøge at generalisere 
med bogstaver for hundrede(H), tiere(T) og enere(E), lykkedes det faktisk gruppen at komme frem til noget 
der mindede om en formaliseret forklaring af processen. 
Da de fleste af grupperne var nået så meget igennem opgaverne, som det nu var rimeligt at forlange, var 
læreren sådan set parat til at slutte for dagen, men der blev af de fleste grupper insisteret på, at der skulle 
komme en forklaring på hvordan tricket med de 1089 virkede, og efter en fælles gennemgang på tavlen, 
kraftigt assisteret af gruppen der havde gennemskuet det, kom der en del ”nåårh” fra eleverne undervejs, og 
de fleste virkede faktisk glade over at have forstået det, sådan at det ikke længere var et trick de ikke kunne 
forstå, men var blevet reduceret til noget matematik der faktisk gav mening. 
EUX Klassen Intervention 2 
Den dag intervention 2 bliver gennemført havde EUX eleverne 6 timers matematik á 60 minutter. 
Interventionen bliver gennemført i lektion 5 og 6. På trods af dette kastede eleverne sig over opgaven som 
de blev præsenteret for. 
Eleverne blev under intervention 2 uden videre introduceret til 1 + 2 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛∙(𝑛+1)
2
 
I fællesskab blev 𝑛 = 101 sat ind, og resultatet blev beregnet. Eleverne blev derefter bedt om at bevise 
sætningen. De fik ingen hjælp til dette i starten. De blev igen delt op i grupper. Denne gang blev grupperne 
bedt om at sætte sig forskellige steder på skolen, for at undgå det blev de samme der styrede, som under 
den første intervention. Dette lykkedes kun delvis, da tre elever satte sig helt uafhængigt af de andre, men 
resten fandt sammen igen, mellem dem var også EUX31.  
Ingen af eleverne stiller spørgsmålstegn ved rigtigheden af formlen. Ifølge den didaktiske kontrakt 
(Brousseau, 1997) for disse elever er det læreren siger rigtigt, og de forventer intet brud på denne kontrakt. 
Inden EUX31 og EUX38 fandt sammen med de andre, lavede de beregningerne på Figur 36. EUX31 og EUX38 
undersøger først om formlen passer med 101, ved at lægge alle tal mellem 1 og 101 sammen på 
lommeregneren. De deler op i fire intervaller og får heldigvis tastet rigtigt, og kommer frem til 5151. Det 
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tager dem ca. 5 minutter, at regne sig frem til at formlen passer med 𝑛 = 101, herefter bliver de af læreren 
konfronteret med, hvad nu hvis 𝑛 = 102. 
 
FIGUR 36 - FRA DEN GRUPPE, HVOR EUX31 DELTOG 
Efter lidt snak konkludere EUX38 ”at så det er selve n vi skal bevise”. Han er i tvivl, om det er en ligning eller 
en formel, dette hjælper læreren med at afklare. EUX38 fortsætter ”Hvis så man siger n gange x, gange, det 
vel plus 1, divideret med 2” EUX31 korrigere ”Hvis så man siger x gange x plus 1, divideret med 2”. Det virker 
som om EUX31 er blevet mere bevist om korrekt symbolsprog. EUX38 ved tilsyneladende godt, at det ikke er 
nok med eksempler, men at der skal regnes deduktivt, desværre opgiver de to elever på egen hånd, og 
stopper optagelsen, for at slutte sig til gruppen i klasseværelset. 
De to grupper der starter i klasseværelset er gået sammen, de to stærkeste elever som styrede første 
intervention udgør den ene af grupperne, den anden gruppe består af meget svage elever, det er 
formodentlig årsagen til, at grupperne har fundet sammen, de svage har sluttet sig til de stærkeste.  
På tavlen i klasseværelset er eleverne i gang med at beregne, hvad formlen giver for 𝑛 = 102, 𝑛 = 103 osv. 
De finder ud af at ”5 tallet” for tusinder ikke varierer. Da læreren kommer forbi bliver 𝑛 = 200 foreslået og 
nu holder elevernes teori om ”5 tallet” ikke længere, men nu er det et nyt tal som de mener, er fast.  
Eleverne, inklusiv EUX31, viser tendens til at have eksternt overbevisning bevisskema, men hvis de bliver 
presset til selv at skulle bevise en formel vælger de klart det empiriske bevisskema (Harel & Sowder, 2007) 
(EMS, 2011). 
Den sidste gruppe, som består af tre elever, har sat sig uden for, og har skrevet stykket med 𝑛 = 101 ned. De 
er efter et stykke tid, kommet frem til, at hvis man lægger tallene sammen fra hver sin ende giver det samme 
tal hver gang, de arbejder sig henimod Gauss’ bevis for sætningen. 
Eleverne er efter ca. 45 minutter kommet dertil, hvor de har brug for et skub i den rigtige retning og de får 
udleveret de fire beviser, se Bilag B2 side 191. For at sproget ikke skal blive en udfordring er de fire beviser 
oversat til dansk. Eleverne bliver bedt om at kigge på de fire beviser således, at de bagefter kan forklare dem 
til andre. Eleverne starter igen uden hjælp fra læreren. Da eleverne er trætte bliver der nu indgået en 
fyraftensakkord, således at eleverne må gå hjem når de kan forklare, det af beviserne de kan forstå. 
Eleverne i klasseværelset og gruppen der sidder udenfor får lov at forsøge på egen hånd i ca. 15 minutter, 
hvorefter læreren svarer på de spørgsmål der er dukket op. Alle grupper fravalgte hurtigt det første bevis 
(induktionsbeviset), de forstod det ikke.  
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Eleverne i klasseværelset foretrækker beviset med søjlediagrammet. Dette bevis er det de finder nemmest at 
forstå, EUX29 opnår forståelse på et niveau der gør, at han kan forklare beviset for EUX31 således at han 
forstår beviset. 
Eleverne der sidder udenfor fanger med lidt hjælp hurtigt ideen i Gauss’ bevis, de bliver meget begejstrede 
da det går op for dem, at det de havde set kunne bruges i et bevis. De går på egen hånd i gang med de to 
beviser, som indeholder Figur 34 og et lignende Figur 35, som er taget fra (Hanna, 1990).  De tre beviser der 
ifølge (Hanna, 1990) forklarer, kan de tre elever der sidder udenfor godt forstå, de foretrækker Gauss’ bevis, 
dette skyldes formodentlig mere, at dette bevis bygger på den ide, som eleverne selv fandt frem til end, at 
de tror det vil være det bevis der bliver foretrukket af deres lærer. 
HHX Klassen Intervention 2 
Dagens lektion startede med at læreren talte om, at vi i dette matematikforløb skulle beskæftige os med 
beviser og ræsonnement indenfor matematik. Vi fik en klassedialog om hvad et bevis og et ræsonnement i 
matematik er, eller kan være. Ingen af eleverne har tidligere beskæftiget sig med beviser. 
I klassedialogen siger HHX9:  
”Jeg har faktisk spurgt en jeg kender, der tidligere har gået på gymnasium, om hjælp til mine 
matematikopgaver. Hun ville rigtig gerne hjælpe mig, men kunne ikke. Hun kunne godt huske hun havde lært 
det, men sagde hun havde glemt det. Hvad er så meningen med, at vi skal lære alt det her matematik, når vi 
alligevel glemmer det om nogle år?” 
Det er tydeligt, at en af HHX9’s Beliefs er, at ”Almindelige elever kan ikke forventes at forstå matematik, det 
kan kun forventes at lære det udenad og så bruge det uden egentlig at forstå det” (Shoenfeld, 1992). 
Efter dialogen blev eleverne bedt om at udregne: 
1 + 2 = 
1 + 2 + 3 = 
1 + 2 + 3 + 4 = 
1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 
Hvad er summen af de 10 første naturlige tal? 
Eleverne regnede ivrigt disse opgaver ved at lægge tallene sammen.  
Lærer: ”Hvad hvis n=1000. Hvordan vil I så bestemme summen?” 
Herefter kom læreren så med følgende påstand: 
1 + 2 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛 ∙ (𝑛 + 1)
2
 
Efterfulgt af følgende spørgsmål til klassen: ”Tror I på det?” 
Eleverne efterprøvede formlen med de eksempler de tidligere havde regnet ud, og blev alle enige om, at det 
passede. Et tydeligt eksempel på et empirisk bevisskema (EMS, 2011).  
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Læreren spurgte så: ”Passer formlen også hvis n=1000?” 
Her blev eleverne lidt i tvivl. De var bevidste om, at de faktisk kun havde godtgjort formlens gyldighed for 
nogle værdier af n.  
Flere elever var herefter motiverede for, at prøve at se på de 4 forskellige beviser. En elev nævnte dog:  
”Hvorfor skal vi lave det her? Hvad skal vi bruge det til?” 
og det er en typisk Belief, at med dette eksempel har matematik fra skolen lidt, eller intet, med ”den rigtige 
verden” at gøre (Shoenfeld, 1992).  
Eleverne blev herefter inddelt i grupper på 3-4 elever og hver gruppe fik 1 time (60 min) til at se på de fire 
beviser. Nogle elever kommenterede straks på, at beviserne var på engelsk, men de erfarede hurtigt, at det 
ikke var dét, der var problemet. Eleverne fik ingen lærerhjælp i denne første time. Det var meningen, at de 
som gruppe skulle prøve at forstå et eller flere af beviserne. Næsten alle grupper havde udfordringer, og 
samtlige grupper, på nær en, fravalgte hurtigt det første bevis (induktionsbeviset). Men de diskuterede ivrigt, 
og mange grupper startede med et empirisk bevisskema.  
Efter den første time blev eleverne samlet i grupper på 6-8 elever, således at der i alt var 4 grupper. Hver 
gruppe fik så 15 minutter og lærerhjælp til et af de 4 beviser, som gruppen så skulle fremlægge for klassen. 
Efter fremlæggelsen havde mange af eleverne en nogenlunde fornuftig forståelse af de sidste 3 beviser – 
også HHX20, men ikke HHX9, han har rigtig svært ved det. 
 
FIGUR 37 - FRA DEN GRUPPE HVOR HHX9 DELTOG 
Eleverne evaluerede efter de to timer, at de syntes at det var svært, men at de godt kunne se fornuften i at 
kunne bevise påstanden, og de diskuterede også hvilket bevis de foretrak. Det var i øvrigt Gauss’ bevis, selv 
om de havde svært ved at gennemskue hvordan 
 2𝑆 = (𝑛 + 1) + (𝑛 + 1) + ⋯ + (𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1) fremkom. At det var Gauss’ bevis eleverne foretrak, 
skyldes at beviset er at det indeholder et generelt og algebraisk argument (Healy & Hoyles, 2000). Eleverne 
havde ikke nogen fornemmelse af, hvorvidt beviset ”beskriver” eller ”forklarer”. 
Eleverne afsluttede med at sige, at de, som tidligere nævnt, synes det har været et svært, men sjovt forløb, 
og meget gerne vil til eksamen i mundtligt matematik og lige netop i disse 4 beviser. 
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HTX Klassen Intervention 2 
I anden interventions session blev eleverne først præsenteret for problemstillingen med at skulle summere 𝑛 
positive heltal. De fleste kunne hurtigt se at det blev ganske besværligt, selv med ikke særlig store værdier af 
𝑛. 
Derefter blev sætningen 𝑆 =
𝑛∙(𝑛+1)
2
  skrevet op på tavlen som et løsningsforslag. Eleverne så noget skeptiske 
ud over forslaget. Mødt med spørgsmålet om, hvad man så skulle gøre for, at undersøge om det passede, var 
der hurtigt nogen der foreslog at prøve med nogle tal. Så vi prøvede med 𝑛 = 4, og det virkede fint. Så blev 
de spurgt om det så også virkede med 𝑛 = 5? Og de blev forholdsvist hurtige enige om at det ved man 
faktisk ikke, så man var nødt til at prøve. Kort herefter kom der en forsigtig finger, med spørgsmålet om man 
så var nødt til at bevise det? Og ja det var man da. 
Samme elev sagde så: ”Jeg har en veninde oppe på STX som skal til eksamen her til sommer, og hun har bare 
et helt hæfte med beviser hun skal lære udenad, og hun siger de bare ikke giver nogen mening og er kedelige 
og ulogiske.” Hvorefter der blev nikket anerkendende fra dele af klassen, og det blev også luftet at det 
virkede fjollet bare at vise ting i stedet for at forklare dem. Med den slags Beliefs i luften, virkede det ikke 
som en særlig god idé bare, at kaste dem direkte ud i at forsøge at kigge på et bevis på egen hånd uden en 
eller anden form for startskub. 
Eleverne blev derefter spurgt om de troede de selv ville kunne bevise noget, og langt hovedparten mente 
faktisk at det lå udenfor deres evner. Derefter havde vi en kort snak om hvad det ville sige at bevise noget, 
og lidt om hvordan en sum af tal hang sammen. Herefter blev Figur 34 og Figur 35 tegnet på tavlen, samtidig 
med at summen blev skrevet både forfra og bagfra, som i starten af Gauss’ bevis. 
Herefter blev eleverne bedt om i grupper, at forsøge, at se om de nu med lidt starthints kunne lave et bevis, 
eller i det mindste grundideerne til et bevis. 
Langt hovedparten af grupperne kastede sig, uafhængigt af hinanden, over at kigge på søjlediagrammet til at 
starte med, hvor der blev tegnet skitser med varierende antal af 𝑛. Altså en empirisk tilgang, men mere 
målrettet end bare at regne eksempler ud. 
I en enkelt gruppe var der mere stille end i de andre og de så hurtigt opgivende ud. Efter at have spurgt dem 
hvordan det gik, sagde den ene, at nu havde han prøvet med alle tallene med 1 og 10, og det virkede jo fint, 
så han forstod ikke helt hvorfor de skulle mere. Han blev spurgt om, hvad så hvis 𝑛 var 20, så sagde han at ”ja 
men, det virkede jo for de første 10, så hvorfor ikke også 20”? Reglen var vel lavet af en grund, så enten så 
duede den, eller hvis den ikke duede, så ville det blive vist når vi var færdige, og at lede efter scenarier hvor 
reglen ikke virkede var meningsløst. Denne elev var fast overbevist om, at hvis en lærer præsenterede reglen 
og sagde at den virkede, ”så var det det”, og der var ikke behov for videre analyse. Elevens opgivenhed 
overfor opgaven smittede i en sådan grad af på gruppen, at de ikke rigtig havde lyst til at arbejde videre med 
opgaven. 
I gruppen med HTX29, var aktivitetsniveauet en del lavere end i første session, de sagde at de ikke havde 
regnet nogen eksempler, fordi de sådan set godt kunne se at det ikke ville ende ud med en konkret regel 
(hvilket var fremskridt i forhold til bare ugen før), men de savnede nogle værktøjer til at komme i gang. En i 
gruppen sagde at de havde snakket om at det virkede for 1, og for 2 og for 3, og så var det svært ikke at 
forestille sig at det også virkede for 4, men de kunne godt se at man ikke havde vist det, men det ville være 
smart hvis man kunne. Dvs. at de faktisk efterspurgte et form for rekursivt bevis, eller i hvert fald noget der 
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gjorde dem i stand til at afgøre, hvornår noget gjaldt for en mere, hvis man allerede vidste om det gjaldt for 
noget kendt. Hvilket er præcis det som Hanna’s første bevis gør, og som Hanna har afskrevet som værende 
ikke forklarende. Så gruppen blev lovet at vi i fælleskab ville gennemgå, hvordan man afgjorde det til sidst i 
timen. Med det afklaret forsøgte de, at kaste sig over figurerne for at se om de kunne se et mønster der ville 
udmunde i en regel. 
Den gruppe der fik vist 1089 tricket i første session, fik stort set uden ekstra hjælp, lavet et formelt bevis ud 
fra søjlediagrammet. De var gået til værks med at tegne flere søjlediagrammer efter hinanden, og havde så 
set at man kunne lægge den næsthøjeste søjle på den første og så fremdeles, men at man så altid havde den 
højeste søjle i overskud. Efter så at have skraveret de ekstra søjler ind, så gik det op for dem, at den højeste 
søjle altid passede med at den kunne lægges ned oven på de andre, således at alle søjlerne nu blev en 
højere. Derfra gik det rimelig hurtigt med at få tegnet n’er og n+1’er ind på siden og komme frem til reglen. 
I en anden gruppe havde de også set at man kunne lave en firkant ud af søjlediagrammet, men de havde 
svært ved at få det oversat til noget formelt, og især et enkelt gruppemedlem var ikke overbevist. 
Gruppemedlemmet der ikke var overbevist, lyste til gengæld helt op da vi senere kiggede på tricket med at 
man kunne spejle trekanten og så bare have en enkelt diagonal, der blev han overbevist om reglen og sagde 
”aah nu giver det jo fint mening, det er jo meget nemmere end de der søjlediagrammer”. 
Der var ingen grupper der umiddelbart kunne gennemskue at tallene i summerne gav det samme parvis, 
hvilket var noget overraskende. 
Da alle grupperene var kørt døde, gennemgik vi hvad de havde fundet ud af på tavlen, hvorefter alle tre 
beviser blev gennemgået grundigt. Efter gennemgangen mente de fleste faktisk at Gauss’ bevis var smartest, 
men de syntes også at det var lidt ”tricket”, og de fleste mente at søjlediagrammet forklarede hvad der skete 
bedst, hvor nogle enkelte foretrak trekanterne. Om eleverne faktisk mente Gauss’ bevis var smartest, eller 
om de svarer det, fordi det var beviset der indeholdt symbolsk manipulation, må stå hen i det uvisse (Healy & 
Hoyles, 2000). 
En ting alle stort set var enige om, var dog at de ikke helt mente at søjlediagrammet var et bevis, fordi ”vi 
havde ikke lavet noget matematik med symbolmanipulation”. De kunne godt se at søjlediagrammets 
egenskaber ikke ville ændre sig bare fordi man lavede dem højere, og at man godt kunne indsætte prikker 
mellem søjlerne ligesom i Gauss’ bevis. Dette fik en del overbevist om at det godt kunne bruges som bevis. 
Til sidst gennemgik vi det rekursive bevis, som der var blevet lovet den ene gruppe. De syntes alle det var 
meget svært at forstå, men enkelte syntes at hele grundideen med, at hvis man kunne vise noget for 𝑘 + 1 
var ganske praktisk. Gruppen med HTX29 virkede glade for ideen med, at man kunne vise noget på denne 
måde, og syntes ikke det var helt lige så abstrakt som nogle af de andre, der var meget glade for figur 
forklaringen. Eleven med STX veninden, sagde efter vi havde gennemgået beviset, at hvis det var den type 
beviser de lavede oppe på STX, så kunne hun godt forstå hendes veninde var frustreret. 
Eleverne var generelt glade for at se at man kunne vise tingene på flere måder, og en del gav udtryk for at de 
ikke havde noget mod at arbejde mere med beviser så længe det var af den forklarende type. Alt i alt virkede 
det til at være en vellykket dag, der i hvert fald fik sat lidt ”Beliefs” på prøve.  
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Evaluering og afslutning 
Efter intervention 1 og 2, ville vi gerne evaluere lidt på hvor meget eleverne havde fået ud af forløbene i 
forhold til deres sædvanlige undervisning. Vi valgte derfor, at lave et lille forløb med eleverne, hvor indholdet 
var taget fra det emne de var i gang med i den sædvanlige undervisning, men hvor fokus var på matematisk 
modellering og ræsonnement.  
Afsluttende forløb EUX 
EUX eleverne har arbejdet med emnet ”Analytisk plangeometri og vektorer i planen”. I den forbindelse er 
EUX31 blevet bedt om at løse en Opgave 7 fra gammel eksamensopgave (Undervisningsministeriet, 2013), 
hvor hver enkelt omskrivning skal forklares af eleven, se Figur 38. 
 
FIGUR 38 - OPGAVE 7 FRA MAT A HTX SKRIFTLIG EKSAMEN DECEMBER 2013 (UNDERVISNINGSMINISTERIET, 2013), 
MED EUX31 FORKLARING 
EUX31 er blevet bedre til matematisk ræsonnement, der er dog stadig et stykke vej. Under omskrivning 2, 
hvor leddene med 𝑥 og 𝑦 samles, skriver EUX31 ”De lægger 𝑥′𝑒𝑟𝑛𝑒 og 𝑦′𝑒𝑟𝑛𝑒 sammen ”. EUX31 har uden 
tvivl gjort sig stor umage for at skrive, således at hans forklaringer tæller som acceptable matematiske 
forklaringer og begrundelser (Cobb & Yackel, 1996). En forandring er, at EUX31 har indset formålet med 
matematisk ræsonnement, der er flyttet ved elevens matematik Beliefs (Shoenfeld, 1992).  
Afsluttende forløb HHX 
Der er udarbejdet et undervisningsforløb, hvor der er fokus på matematisk modellering samt udtænkning og 
gennemførelse af matematiske ræsonnementer.  
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Emnet er finansiel regning og eleverne bliver af læreren introduceret for følgende to formler:  
 Kapitalfremskrivning (som de kender fra grundskolen) 𝐾𝑛 = 𝐾0(1 + 𝑟)
𝑛  
 Nutidsværdi af en annuitet  𝐴0 = 𝑦
1−(1+𝑟)−𝑛
𝑟
 
Eleverne får desuden et foredrag (af 30 minutters varighed) fra Danske Bank. Foredraget handler om 
privatøkonomi, hvor der er fokus på ”Hvad er rente? ÅOP, lån optaget i banken, Kvik-lån” etc. 
Eleverne blev i forløbet inddelt i grupper af 3-4 sammensat af læreren. De fik udleveret nogle 
anvendelsesopgaver og i tilknytning hertil blandt andet følgende opgaver indenfor ræsonnement: 
1. Gør rede for, hvorledes man kan isolere K0, r og n i nedenstående formel: 𝐾𝑛 = 𝐾0(1 + 𝑟)
𝑛  
2. I skal gøre rede for, hvordan n isoleres i følgende formel: 𝐴0 = 𝑦
1−(1+𝑟)−𝑛
𝑟
  
I skal i gruppen forklare hvad der sker linje for linje. 
 
Linje 1: 𝐴0 = 𝑦
1−(1+𝑟)−𝑛
𝑟
  ---------------------------------------------------- 
 
Linje 2: 𝐴0 · 𝑟 = 𝑦 · (1 − (1 + 𝑟)
−𝑛) ---------------------------------------------------- 
 
Linje 3: 
𝐴0·𝑟
𝑦
= 1 − (1 + 𝑟)−𝑛  ---------------------------------------------------- 
 
Linje 4: (1 + 𝑟)−𝑛 = 1 −
𝐴0·𝑟
𝑦
  ---------------------------------------------------- 
 
Linje 5: ln ((1 + 𝑟)−𝑛) = ln (1 −
𝐴0·𝑟
𝑦
)  ---------------------------------------------------- 
Linje 6: −𝑛ln (1 + 𝑟) = ln (1 −
𝐴0·𝑟
𝑦
) ---------------------------------------------------- 
Linje 7: −𝑛 =
ln(1−
𝐴0·𝑟
𝑦
)
ln (1+𝑟)
               ---------------------------------------------------- 
Linje 8: 𝑛 = −
ln(1−
𝐴0·𝑟
𝑦
)
ln (1+𝑟)
   ---------------------------------------------------- 
I samtlige opgaver, også de anvendelsesorienterede, skulle grupperne komme med et bud på en løsning. 
Herefter byttede grupperne deres besvarelse og fik så til opgave at rette en anden gruppes besvarelse. Der 
sker megen læring når elever forsøger at forstå andres forklaringer, og når de sammenligner forskellige 
forklaringer og skal tage stilling til forskellene (Cobb & Yackel, 1996), for eksempel havde nogle grupper valgt 
at skrive 𝐾0 =
𝐾𝑛
(1+𝑟)𝑛
 mens andre havde valgt at skrive 𝐾0 = 𝐾𝑛(1 + 𝑟)
−𝑛 .  
I oplægget fra Danske Bank fremlagde oplægsholderen et eksempel på forskellen i at låne hos et 
pengeinstitut vs at optage et ”Kvik-lån”. Hvis man vil afdrage et lån med en fast ydelse på 1.500 kr. pr. 
måned, blev eleverne bedt om at overveje lånets løbetid. Oplægsholderen fremlagde så, at låner man 
pengene hos et pengeinstitut til 9 % p.a. er løbetiden 35 måneder og ved ”Kvik-lånet” 59 måneder. Eleverne 
syntes det var interessant, og var derfor meget motiverede for at se på opgave 2 (hvor n skal isoleres), denne 
gang var eleverne ikke i tvivl om, at de kunne bruge matematikken til noget. Eleverne fik udfordret deres 
Beliefs omkring, at matematik ikke kan bruges til noget.  
Den afsluttende evaluering med eleverne havde fokus på at tydeliggøre forskellen på forklaring, redegørelse, 
argumentation og bevis (Dreyfus, 1999). Figur 39 illustrerer to gruppers afleveringer, der var i evalueringen 
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også fokus på de socio-matematiske normer for matematisk forskel og matematisk raffinement i, hvad der 
tæller som acceptabel matematisk forklaring og begrundelse (Cobb & Yackel, 1996). 
 
FIGUR 39 - EKSEMPLER PÅ ELEVBESVARELSER 
Afsluttende forløb HTX 
I HTX klassen har eleverne primært arbejdet med differentiation og integralregning i den almindelige 
undervisning, og derfor blev det valgt at tage fat i nogle forklaringsopgaver inden for dette emne. 
Den første opgave er taget med inspiration i Mat A skriftlig eksamen Dec. 2011 (Undervisningsministeriet, 
2011). Eleverne får præsenteret en figur af en funktion, se Figur 40. Første opgave for at komme i gang, var 
at eleverne skulle bestemme funktionens monotoniforhold. Der var enkelte af eleverne der mente at det var 
noget underligt noget med en opgave, hvor man ikke kunne regne sig frem til det, men langt de fleste fik 
ganske hurtigt forklaret hvad de gjorde for at observere monotoniforholdene. 
 
FIGUR 40 - BILLEDE AF EN FUNKTION 𝒇 
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Herefter blev eleverne så præsenteret for 4 nye funktioner, 𝑔, ℎ, 𝑗 og 𝑘, der måske har sammenhæng med 𝑓, 
se Figur 41. Elevernes opgave er først at identificere hvilken af de 4 funktioner, der er 𝑓s afledte funktion, og 
efter de har identificeret den, at komme med et matematisk ræsonnement for hvorfor, det vil sige hvilke 
egenskaber/sammenhænge med videre der gør man er i stand til at drage konklusionen. 
Efter at have arbejdet med monotoniforholdet skulle man tro at eleverne ville have nemt ved at identificere 
den rigtige afledte funktion, men rigtig mange valgte faktisk forkert til at starte med. Her var det interessant 
at en del grupper brugte de rigtige argumenter til at vælge figur ud fra, men stadig valgte forkert. De 
hyppigste argumentationer var at den afledte skulle være positiv når 𝑓 steg, hvilket jo er helt korrekt, men 
langt hovedparten af grupperne valgte så at tolke det til at betyde at den afledte i sig selv skulle stige, altså 
blev funktionens ”hældning” og dens værdi blandet sammen. Som lidt hjælp fik eleverne så et hint om at de 
jo kunne forklare hvad man skulle gøre for at finde maksimum og minimum af 𝑓. Herefter fandt de fleste 
grupper ud af hvad de havde gjort forkert og fik rettet deres svar til. 
 
FIGUR 41 - FIRE NYE FUNKTIONER, 𝒈, 𝒉, 𝒋 OG 𝒌. 
Som en sidste opgave blev eleverne bedt om at finde ud af hvilke af de fire nye funktioner der kunne være en 
stamfunktion til 𝑓. Enkelte grupper var meget hurtige til at fange, at hvis man differentiere en stamfunktion 
så får man den oprindelige funktion, og brugte herefter samme argumentation som i opgaven før til at 
identificere den korrekte figur. De fleste af de andre grupper var hurtige til at udelukke 𝑗 og 𝑘 som svar, og 
de fleste, inklusive gruppen med HTX29, hældte til 𝑔, med argumentationen ”at man normalt får en top 
mere når man integrere”. Eleverne var dog frustrerede da de godt var klar over, at det ikke var en 
fyldestgørende forklaring, og det irriterede dem tydeligt at de ikke var i stand til at komme med et bedre 
argument. De grupper, inklusive HTX29, der ikke selv kom igennem med en fyldestgørende forklaring, blev 
hjulpet indtil de selv var tilfredse med argumentationen. 
Det er lærerens overbevisning at hvis denne opgave var blevet stillet inden interventionsforløbet og fokusset 
på ræsonnementet, så havde rigtig mange af eleverne enten givet op på opgaverne hurtigt, eller have stillet 
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sig tilfreds med en ufyldestgørende forklaring. Altså have eleverne ikke været frustrerede over ”kun at kunne 
finde den rigtige figur”, de havde været glade og tilfredse med deres evner til at finde det korrekte svar, og 
havde ikke haft et behov for at forklare hvorfor svaret var rigtigt. 
Eleverne var i øvrigt glade for at kunne få tid til at fordybe sig i lige præcis denne opgave, da rigtig mange 
mente at det faktisk fik dem til at være bedre til at se sammenhængen mellem funktioner og deres afledte, 
og måske fik hjulpet dem af med nogle af deres tvivl indenfor emnet. 
Alt i alt, virker det til at eleverne er blevet bedre til at gennemskue hvornår et ræsonnement er ”godt nok”, 
samt de (i nogle tilfælde) nu kan se behovet for et ræsonnement.  Der skal dog stadig en del arbejde til for de 
fleste elever, før de er i stand til selvstændigt at udarbejde gode sammenhængende matematiske 
ræsonnementer, men modstanden mod at bruge tid på det er nok blevet mindre. 
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Konklusion 
Det viste sig i løbet af diagnosticeringen, at de udvalgte elevers problemer med ræsonnement havde mange 
årsager. Det er vores erfaring, at eleverne generelt har svært ved argumentation, ræsonnement og beviser, 
derfor valgte vi at lave klasserumsintervention. Der var således ikke kun fokus på de fagligt svage elever, da 
selv de fagligt stærke elever har problemer indenfor ræsonnementskompetencen.  
Eleverne har alle en rimelig logisk sans, og de kan godt ræsonnere. Elevernes generelle logiske 
ræsonnementskompetencer er overordnet set fornuftig, de har dog problemer ved opgaver der indeholder 
negationer, hvilket ikke er så overraskende, da det ikke er noget vi som lærere har fokus på. Når opgaverne i 
logik indeholder matematik, går det fint hvis det er forholdsvis “simpel” matematik. Elevernes store 
udfordring er registerskift, særligt der hvor eleverne ikke er velfunderede i matematikken, og hvor skiftet 
mellem registrene kræver logisk anvendelse. 
Det viste sig, at alle vores elever havde et empirisk bevisskema, idet de alle gerne ville bruge empiri når de 
skal bevise. Det er dog i nogen grad i løbet af interventionen lykkedes at flytte nogle af eleverne over mod et 
deduktivt bevisskema, ved hjælp af beviser der ”forklarer”. Det er forskelligt hvilke af de tre forklarende 
beviser vore elever foretrak.  
Med hensyn til hvorvidt eleverne accepterer, at den didaktiske kontrakt brydes, er der stor forskel på vores 
elever. Nogle opdager ikke at der sker brud, nogle er villige til at afvige fra kontrakten og nogle har svært ved 
brud på kontrakten. 
I starten af vores forløb havde en del af de udvalgte elever en socio-matematisk norm der virkede til at 
retfærdiggøre empiri som begrundelse. Eleverne mente ligeledes at begrundelser er unødvendige, og kun 
medtages for lærerens skyld. Dette har heldigvis ændret sig efter interventionsforløbet, hvor der også var 
fokus på de socio-matematiske normer for matematisk forskel og matematisk raffinement i, hvad der tæller 
som acceptabel matematisk forklaring og begrundelse. 
Inden interventionen havde eleverne en række Beliefs der kan blokere for matematiklæring for eksempel 
”Matematik er svært, det kan jeg ikke lære på egen hånd. Kan opgaven ikke løses på 5 minutter kan den ikke 
løses.”, ”Matematiske problemer har kun et rigtigt svar” og ”Almindelige elever kan ikke forventes at forstå 
matematik, det kan kun forventes at lære det udenad og så bruge det uden egentlig at forstå det”. Der blev 
flyttet ved disse Beliefs under interventionen, dette kom for eksempel til udtryk ved at eleverne ikke bare 
gav op overfor de svære ræsonnementsopgaver de blev præsenteret for, men faktisk forsøgte.  
Klasserumsinterventionen virkede som forventet godt, da eleverne i højere grad blev tvunget til at interagere 
og forklare over for hinanden. Det er vores opfattelse at det var den korrekte interventionsform i forhold til, 
at vi gerne ville bevidstgøre eleverne omkring behovet for matematisk ræsonnement. Vi er som lærere 
blevet bevidste om, at hvis eleverne skal indse behovet for matematisk argumentation og ræsonnement, så 
er det vigtigt at man tilrettelægger forløb, hvor eleverne selv er aktive og/eller de sidder med beviser der 
“forklarer” og ikke kun beviser der “beviser”. At få eleverne til selv at kunne udføre et matematisk 
ræsonnement er noget sværere. I beviser der “beviser” kunne man for eksempel give dem dele af beviset, og 
så lade eleverne ræsonnere sig frem til det manglende. Hvis eleverne selv skal kunne afgøre hvornår et 
ræsonnement er fyldestgørende eller hvilket ræsonnement er bedst, er det vores opfattelse, at det er en 
rigtig god idé at lade eleverne “rette/kommentere på” hinandens forslag.  
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Indledning 
Som lærere har vi baggrund i undervisning på både EUX, HHX og HTX. Vi har desværre ikke kunne inddrage 
EUX i denne delrapport, da eleverne der tidligere har deltaget, har været i praktik, mens denne delrapport er 
udarbejdet. Grundforløbseleverne har ikke haft matematik i efterårshalvåret.  Som udgangspunkt har vi 
primært betragtet en HHX-klasse fra Slotshaven Gymnasium, og en HTX-klasse fra CPH-West.  
HHX-klassen er en 2.g-klasse, der har matematik på B-niveau i studieretningen, og ikke kun matematik på C-
niveau, som er det obligatoriske niveau i HHX-uddannelsen. HTX-klassen er en 3.g-klasse, der har matematik 
på A-niveau, og ikke kun matematik på B-niveau, som er det obligatoriske niveau i HTX-uddannelsen. 
Eleverne i HHX-klassen er de samme som er vejledt både i delrapport 1 og delrapport 2. Eleverne i HTX-
klassen har deltaget i delrapport 2. Vi, som lærere, er i denne forbindelse primært interesserede i elevernes 
modelleringskompetence.  
Centralt for beskrivelsen af matematikfaget for alle tre uddannelser, står det faglige matematiske 
kompetencebegreb, som beskrevet i Mogens Niss m.fl.: Kompetencer og matematiklæring (Niss & Jensen, 
2002). Med udgangspunkt i denne rapport kan det forhold, at en person er fagligt kompetent, beskrives ved 
at besidde ”indsigtsfuld parathed til at handle hensigtsmæssigt i situationer, som rummer en bestemt slags 
matematiske udfordringer ” (Niss & Jensen, 2002, p. 43).  
 
FIGUR 42 - KOMPETENCEBLOMSTEN (NISS, 2014) 
Modelleringskompetence ”består på den ene side i at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved 
foreliggende modeller og at kunne bedømme deres rækkevidde og holdbarhed. Hertil hører at kunne 
“afmatematisere” (træk ved) foreliggende matematiske modeller, dvs. at kunne afkode og fortolke 
modelelementer og -resultater i forhold til det felt eller den situation som er modelleret. På den anden side 
består kompetencen i at kunne udføre aktiv modelbygning i en given sammenhæng, dvs. at bringe 
matematik i spil og anvendelse til behandling af anliggender uden for matematikken selv.” (Niss & Jensen, 
2002, p. 53).  
De 8 matematiske kompetencer, er rimelig velafgrænsede, men derfor vil der alligevel være overlap mellem 
dem. For at en elev kan ” bringe matematik i spil” inden for modelleringskompetencen skal eleven på et 
rimeligt niveau beherske blandt andet symbol- og formalismekompetencen. 
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Nedenstående citater, der er uddrag af de faglige mål fra de respektive bekendtgørelser og vejledninger til 
EUX, HHX og HTX, tager udgangspunkt i modelleringskompetencen.  
EUX C-niveau: ”Anvende matematisk modellering til formulering, afgrænsning, analyse og løsning af enkle 
som komplekse opgaver samt undersøgelse af spørgsmål fra erhverv, hverdag eller samfund, herunder 
vurdere og reflektere over resultatet og dets validitet (modelleringskompetence)” (Undervisningsministeriet, 
2014). I vejledningen fra 2015 står der ”Eleven kan selv afgrænse og opstille spørgsmål af mere 
undersøgende karakter, foretage beregninger, vurdere resultat og inddrage sammenligninger og overvejelser 
som usikkerheder, fejlmargen m.m. Eleven kan anvende den matematik, der har indgået i undervisningen, i 
andre sammenhænge, end han er blevet undervist i.” 
HHX B-niveau: ”gennemføre modelleringer primært inden for samfundsvidenskabelige og økonomiske 
fagområder ved anvendelse af variabelsammenhænge, vækstbetragtninger, statistiske databehandlinger 
eller finansielle modeller og have forståelse af modellens rækkevidde”  
Og uddybet i vejledningen fra 2015 består denne kompetence i at: 
 analysere virkeligheden 
 matematisere (herunder begrænse) det område man vil modellere 
 problemløsning 
 validere 
 analysere modellen og undersøge indenfor hvilke rammer den gælder 
 diskutere modellen og dens resultater med andre. 
 
HTX A-niveau: ”kunne analysere praktiske problemstillinger primært inden for teknik, teknologi og 
naturvidenskab, opstille en matematisk model for problemet, løse problemet samt dokumentere og tolke 
løsningen praktisk, herunder gøre rede for modellens eventuelle begrænsninger og dens validitet”  
Og uddybet i vejledningen består denne kompetence i: 
 at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende modeller 
 at kunne bedømme deres rækkevidde og holdbarhed 
 at kunne (af)matematisere 
 at kunne udføre aktiv modelbygning og 
 at bringe matematik i spil til behandling af anliggender udenfor matematikken selv. 
Problemformulering 
Det er vores observation, se Resultat af diagnosticeringen side 51, at vore elever har vanskeligheder med 
symbol- og formalismekompetencen, og det er vores formodning at dette problem også spiller en rolle i 
forhold til modelleringskompetencen. Vores anden formodning er at en direkte intervention med fokus på 
modelleringen, og måske særligt de dele hvor symbol- og formalismekompetencen kommer i spil, vil kunne 
forbedre elevernes evne til at modellere, på trods af de vanskeligheder de nu måtte have. Og måske endda 
samtidig være med til at afhjælpe visse af elevernes snublesten indenfor symbol- og 
formalismekompetencen, selvom dette måske er en lettere utopisk forestilling. Vores problemformulering er 
derfor:  
Kommer elevernes problemer med symbol- og formalismekompetencen i spil i forhold til modellerings-
processen, og i særdeleshed i forhold til matematiseringen? 
Og vil en bevidstgørelse omkring modelleringens faser, fremme udviklingen af de dele af elevernes 
modelleringskompetence, hvor elevernes symbol- og formalismekompetence giver anledning til snublesten?  
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Matematisk begrebsteori 
For at skabe en fælles platform af matematisk begrebsdannelse, vil vi i dette afsnit præsentere en kort 
sammenfatning af de relevante tekster.  
General Pædagogik og generel matematisk pædagogik 
Vygotsky introducerer i (Vygotsky, 1978) begrebet ”Zone of Proximal Development”. Vygotsky fremhæver at 
børns læring starter længe før skolen, de kender allerede til tal og hvordan man arbejder med disse, lærer 
også navne på ting, og at tale – læring og udvikling hænger uløseligt sammen fra barnets første dag. Skolen 
fokuserer på assimilationen af fundamenterne for videnskabelig viden. Vygotsky mener, at skoler altid har 
haft en relation mellem udvikling og læring. Dette fremgår af, at pensum afhænger af klassetrin. I stedet for 
at måle børn ud fra alder, vil Vygotsky gerne måle to andre niveauer, den første er det faktiske udviklings 
niveau og den anden er hans ”Zone of Proximal Development”. Denne zone fokuserer på fremtiden i stedet 
for det første mål at kigge på nutiden. Børn kan være på det samme niveau i dag, men udvikle sig helt 
forskelligt, og det skal man tage hensyn til i undervisningen. Ved at bruge disse to mål kan skoler fokusere på 
god læring til alle børn, i stedet for at samle børn som er på helt forskellige steder udviklingsmæssigt. I 
Danmark samler vi stadig eleverne på klassetrin efter alder, og man forsøger at imødekomme Vygotskys teori 
ved at differentiere undervisningen i klasseværelset.  
Vygotsky beskæftiger sig med børns udvikling generelt, (Pirie & Kieren, 1994) har opstillet en teori for 
hvordan den matematiske forståelse udvikles. De tager udgangspunkt i deres observationer og stiller 
spørgsmålet: Hvad er matematisk forståelse egentligt? Deres teori om matematisk forståelse handler om en 
helhedsorienteret, dynamisk, niveaudelt, men ikke-lineær og rekursiv forståelsesproces. 
De indleder med at fortælle historien om en elev, Teresa på ca. 12 år, som lærer om brøker som additive 
elementer. Teresa kan til at starte med lave og forstå brøker på for eksempel 
2
3
 , men hun kan ikke addere 
brøkerne. Det bliver bekræftet, at Teresa kan lave fysiske modeller af brøker og korrekt identificere brøker 
med enhver nævner, hvilket betyder at Teresa havde et brøk-sprog, men ikke kan forstå addition af brøker. 
Teresa’s klasse får nogle figurer udleveret som forestiller rektangler med forskellige brøker der 
repræsenterer halve, tredjedele, kvarte, sjettedele, ottendedele, tolvtedele og firetyvendele. Med disse 
klodser kan hun herefter lave forskellige opgaver af typen ”Brug dine klodser til at finde forskellige 
kombinationer af brøker som tilsammen giver 3/4”. Igennem eksperimenter og opgaver kommer Teresa 
hurtigt til at se på brøkerne som repræsenterende ”beløb” og igennem flere opgaver kommer hun til at 
forstå hvordan hun kan sætte brøkerne på fællesnævner for at addere dem. Senere skal hun lave nogle 
tabeller med kombinationer af brøker der skal give en bestemt sum, og mens hun starter med klodserne, 
opgiver hun dem hurtigt for i stedet at kaste sig over systematikken i tabellen. 
Denne historie bruger (Pirie & Kieren, 1994) til at opstille og illustrere deres teori om otte forskellige 
niveauer inden for vækst af forståelse af matematik. Den første fase (eller niveau) kalder de ”primitiv viden”. 
Primitiv betyder ikke at matematikken er basal, men blot at det er her forståelsesrejsen starter. Næste 
niveau hedder ”billede-skabelse”, og det er her Teresa bruger klodserne til at skabe forståelse. Næste niveau 
”billede-havelse”, og her behøver Teresa ikke længere de fysiske klodser, men kan nu forestille sig hvordan 
kombinationerne ser ud. Herefter kommer niveauet ”egenskabs-iagttagelse”, hvor Teresa begynder at kunne 
se og forstå de særlige egenskaber der er omkring brøker og additionen af dem. Herefter følger 
”formalisering”, hvor personen uddrager en metode eller fælles kvalitet fra de tidligere billeder. Næste 
niveau kaldes ”observation”. Det er her hun selv kigger efter mønstre i sine tabeller eller leder efter 
formalismen for kombinationen af brøkerne. Herefter følger ”strukturering”, her uddrager hun egne udsagn 
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om brøker som handler om matematiske strukturer som er uafhængige af fysiske eller endog algoritmiske 
handlinger. Det sidste, og ottende, niveau, kaldes for ”opfindelse” (men er et nyt, eget ord, som forfatterne 
selv har opfundet ”inventising” på engelsk). De fem første niveauer svarer til (Sfard, 1991) begreb 
”operationel forståelse”, hvor eleven forstår et matematisk begreb som en proces eller et produkt af en 
proces. De højeste niveauer svarer til, hvad (Sfard, 1991) betegner som strukturel forståelse af et matematisk 
begreb, hvor eleven er i stand til at tænke på og arbejde med et nyt begreb som et samlet hele uden at gå 
ned i detaljerne omkring en konkret udgave af begrebet. 
En af egenskaberne ved teorien er ”Behøves ikke”-grænser, og som handler om, at man kan arbejde på et 
symbolsk niveau uden referencer til de basale koncepter. (Pirie & Kieren, 1994) mener, at den instrumentelle 
forståelse (Skemp, 1976), ikke behøver at være hel på plads for at arbejde med et givent begreb. En anden 
væsentlig egenskab ved teorien er den såkaldte ”folding back” som vel bedst kan oversættes til 
”tilbagefoldning”. Denne egenskab er vital idet den handler om den ikke-lineære og ikke-envejs kerne af at 
komme til at forstå matematikken. Når nogen kommer til et problem som de ikke kan løse på et givent 
forståelsesniveau, så vil de altid ”folde tilbage” til et tidligere niveau (eller flere niveauer baglæns) for at 
udvikle ens nuværende, ikke-komplette forståelse.  Man kan dermed sige at man opnår en bedre forståelse 
på det givne niveau som man vender tilbage til. Eleven vil her være i det (Sfard, 1991) betegner som 
kondenseringsfase. Den sidste del af Pirie & Kierens teori, handler om strukturen af de enkelte lag i 
modellen. For hvert lag kan man identificere to komplementære elementer; ”at handle” og ”at udtrykke”. Og 
begge disse to elementer er nødvendige før man succesfuldt kan rykke op til næste niveau.  
(Pirie & Kieren, 1994) slutter deres artikel med at opfordre andre forskere og aktører til at bruge modellen til 
at observere for eksempel en enkelt elevs progression igennem forskellige matematiske emner, eller en hel 
klasses progression igennem det samme emne.  
Elevernes Beliefs i forhold til matematik har indflydelse på deres læringsproces mener (Grigutsch, 1998). 
Grigutsch har fundet frem til 5 forskellige Beliefs: 
The Formalism-Aspect: Matematik er karakteriseret ved stringent og eksakthed, logisk tænkning og 
ræsonnementer (”beviser”). The Process-Aspect: Matematik er beskrevet som en problemorienteret proces 
til at finde og forstå ideer og løsninger. The Application-Aspect: Matematik har en praktisk anvendelighed.  
The Shema-Aspect: Matematik er en værktøjskasse og en samling af formler. Det at lave matematik er at 
lære regler, formler, fakta, procedurer osv.  
The Rigid Schema-Orientation: Matematik er ikke en værktøjskasse eller en samling af formler, som man selv 
kan udlede og forstå. Eksamen er vigtig. Kun det man bliver testet i til eksamen er værd at vide. Det er for 
eksempel vigtigt, at man kan udføre rutiner, selv om man ikke forstår dem. 
(Grigutsch, 1998) fandt frem til at eleverne i 6. klasse opfatter matematik som brugbare regler og skemaer 
for beregning, som skal læres og anvendes med nøjagtighed og eksakthed, altså Shema-Aspect. I 9. klasse er 
det ”Shema- and Formalisme-Aspect”, mens ”Process- og Application-Aspect” opfattes som mindre vigtigt. 
For elever på basiskurset er matematikopfattelsen mere eller mindre bestemt ved ”Shema and Formalisme-
Aspect”. For 12. klasses eleverne er det Formalism-Aspectet.  
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Modelbegrebet 
 (Hermann & Niss, 1982, p. 7) introducerer modelbegrebet som ”En model er en repræsentation (ved hjælp af 
en eller anden form for midler) af et kompliceret område af virkeligheden, men henblik på at få indfanget 
træk ved virkelighedsområdet, som ellers er for vanskeligt tilgængeligt eller uhåndterlige”. (Hermann & Niss, 
1982) bruger begrebet ”matematiske modeller” når matematik anvendes til at behandle dele af et 
virkelighedsområde. (Lesh & Doerr, 2003) kommer med en lignede definition af begrebet modeller: Modeller 
er konceptuelle systemer, som består af elementer, relationer, operationer og regler for interaktion, som 
igen er udtrykt ved hjælp af eksterne notationssystemer, og som anvendes til at konstruere, beskrive eller 
forklare adfærd af andre system(-er) - måske så det andet system kan manipuleres eller forudsiges 
intelligent. 
En matematisk model fokuserer på strukturelle karakteristika (i stedet for eksempel fysiske eller musikalske 
egenskaber) af de relevante systemer. Modsat forståelsen af modeller som opfattet af eksempelvis 
(Freudenthal, 1991). (Lesh & Doerr, 2003) refererer til problemløsningsaktiviteter, som 
modelfremstillingsaktiviteter, således at beskrivelser, forklaringer og konstruktioner ikke blot er processer, 
som eleverne bruger på deres vej til at producere "svaret". Samt at de ikke bare er refleksioner, som 
eleverne har efter at "svaret" er blevet produceret, de er de vigtigste komponenter i de svar, der er behov 
for. Så man kan sige at processen er produktet. 
Matematisering 
Hovedpointenerne i (Freudenthal, 1991) omhandler matematisering og modellering, og hvordan begreberne 
opfattes og bruges. Freudenthal starter med at beskrive hvorfra han mener at begrebet matematisering 
stammer fra, navnlig axiomatisering, formalisering og skematisering. Freudenthal mener, det er vigtigt, at 
kende baggrunden for ordets oprindelse, da han mener at ordet i moderne matematikundervisning oftest 
bliver begrænset til kun dele af den originale betydning. 
Freudenthal mener også, at ordet model på lignende vis bliver brugt forkert, og han er modstander af det 
”moderne” udtryk matematisk model. Freudenthal mener, at en model skal dække over et fysisk eller 
konkret fænomen, og at ”de såkaldte” matematiske modeller/former bliver anvendt (oftest i en kompleks 
realitet) uden en egentlig mellemliggende model(struktur) der retfærdiggører brugen. (Blum & Leiss, 2005) 
har imødekommet dette ved i deres modelleringscyklus at indføre begrebet ”real model” som et nødvendigt 
skridt i cyklussen. 
(Freudenthal, 1991) skelner mellem begreberne vertikal matematisering og horisontal matematisering. Den 
horisontale matematisering skal ses som den del af processen der gør et problem klar til matematisk 
bearbejdning, altså matematisering som oftest brugt af andre i modelleringslitteraturen. For at bruge 
Freudenthals ord, den horisontale matematisering leder os fra en verden af liv til en verden af symboler. I 
den virkelige verden lever og agerer man, men i en verden af symboler bliver symbolerne formet og 
manipuleret mekanisk, grundigt, reflekterende. Denne del er hvad Freudenthal mener, danner den vertikale 
matematisering altså det der oftest refereres til som selve matematikken, se for eksempel Figur 43 og Figur 
44. Her er Freudenthals pointe at det der hører til ”den virkelige verden” kan være væsentlig forskelligt for 
personer der udfører matematikken. For en person kan de naturlige tal være en almindelig del af 
”virkeligheden”, hvor addition kræver brug af symbolske skemaer. For en anden person kan abstrakt addition 
være en del af ”virkeligheden”, hvorimod multiplikation kræver symbolsk manipulation.  Freudenthal 
fremhæver dette idet han mener det er en vigtig del af adskillelsen mellem horisontal og vertikal 
matematisering, idet matematiseringsprocessen afhænger af personen der udfører den. 
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Modelleringscyklus 
Ifølge (Lesh & Doerr, 2003) kan problemløsning beskrives ved hjælp af en simpel fire-trins 
modelleringscyklus: (a) en beskrivelse, der etablerer en kortlægning til modelverdenen fra den virkelige (eller 
indbildte) verden, (b) manipulation af modellen for at generere forudsigelser eller handlinger i forbindelse 
med den oprindelige problemløsningssituation (c) oversættelse (eller forudsigelse) som bærer relevante 
resultater tilbage til den virkelige (eller indbildte) verden, og (d) verifikation omkring nytten af handlinger og 
forudsigelser. Hvilket i øvrigt svarer til begreberne (Blum & Leiss, 2005) har introduceret som 
matematisering, regning/problemløsning, afmatematisering og validering se Figur 43. 
Samme år introducerer (Blomhøj & Jensen, 2003) ligeledes en modelleringscyklus. Denne modelleringscyklus 
består af 6 del-processer som skal dække over begrebet matematisk modellering.  Deltrinnene kan forklares 
som følger: 
a) Formulering af en, mere eller mindre eksplicit, opgave der skal hjælpe med at identificerer 
karakteristika ved den opfattede/forståede virkeligheder der skal modelleres.  
b) En (systematisk) udvælgelse af de relevante objekter, relationer m.v. fra a) samt en strukturering af 
disse for at muliggøre matematisk repræsentation. 
c) Oversættelse, i form af matematisering, af de udvalgte begreber og relationer, til matematik. 
d) Brug af matematiske metoder til at opnå matematiske resultater og konklusioner (via modeller) 
e) Analyse af disse resultater og konklusioner i forhold til a) 
f) Evaluering på validiteten af modellen ved sammenligning med observeret eller forudsagt data, eller 
med sammenligning med teoretisk viden. 
Den matematiske modelleringskompetence er således ens evne til autonomt at gennemføre hele den 
ovenfor beskrevne proces. 
(Ferri, 2006) introducerer fire begreber i beskrivelsen af modelleringscyklusser, Real Situation (RS), Situation 
Model (SM), Real Model (RM) og Mathematical Model (MM). Derefter klassificerer Ferri flere forskellige 
modelleringscyklusser ind i 4 grupper, efter hvilke af begreberne de tager hensyn til.  
Af de grupperinger mener vi at Ferri der tager udgangspunkt i (Blum & Leiss, 2005), er den mest relevante.  
Blum & Leiss har skabt en model, som tager udgangspunkt i et kognitivt aspekt. Modellen er illustreret ved 
Figur 43. 
 
FIGUR 43 - MODELLERINGSCYKLUS FRA (BLUM & LEISS, 2005, P. 1626). 
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1. Modellen består af 6 trin, se Figur 43. For at gå fra Real Situation til Situation Model, skal man forstå 
det problem der skal løses. Altså skal den rigtige situation oversættes til en mental repræsentation, 
en situationsmodel af problemet.  
2. Herefter skal problemet struktureres eller simplificeres, der skal skæres væk bevidst for at kunne 
takle problemet. Her kræves ofte en større grad af ekstra-matematisk viden. 
3. Herefter skal Real Model blive til Mathematical Model. Altså skal der ske en matematisering, hvilket 
kan kræve både en stor model forståelse, men også kræve ekstra matematisk viden. 
4. Herefter befinder vi os i det matematiske domæne, hvor modellen skal optimeres, forfines etc. Her 
kræves primært klassiske matematiske kompetencer. 
5. Til sidst skal modelresultaterne fortolkes, 
6. Og valideres i forhold til den Situation Model der blev konstrueret. 
Modelleringscyklussen opstillet af (Blum & Leiss, 2005) er meget lig den fra (Blomhøj & Jensen, 2003).  
Mogens Niss har i en artikel (Committee for Education of the EMS, 2012) beskrevet det fundament som 
binder modeller og matematik sammen i den samme disciplin. Hver gang matematik bliver brugt til at 
arbejde med problemer udenfor matematikkens verden er matematiske modeller og modellering nødvendig, 
dette kan være implicit eller eksplicit. At flytte sig fra verdenen udenfor matematikken til den matematiske 
verden for at opnå en matematisk konklusion og derefter oversætte denne konklusion til verden udenfor 
bliver betegnet som ”the modelling cycle”. En matematisk model indebærer bevidst ignorering af megen 
information, egenskaber, fakta og omstændigheder, som antages at være mindre vigtige i forhold til 
konteksten. Dette resulterer ofte i særdeles kraftige simplifikationer, stilisering og reducering af 
kompleksiteten i arbejdet med modeller, hvilket er en nødvendighed i ”the modelling cycle”. En matematisk 
model kan defineres i form af et ekstra-matematisk domæne D, et matematisk område, 𝑀, og en 
kortlægning (oversættelse), 𝑓, fra 𝐷 til 𝑀. Dette kan opstilles (𝐷, 𝑓, 𝑀), hvilket indikerer at hver af 𝐷, 𝑓 og 𝑀 
er uundværlige bestanddele af modellen. 𝑓 kaldes også ”matematisering” af 𝐷 ved hjælp af 𝑀. Når en 
matematisk model indføres (valgt, ændret eller konstrueret) fra bunden til at behandle aspekter af ekstra-
matematisk art er der tale om matematisk modellering. Nogle gange er en matematisk model allerede til 
stede i en given kontekst fordi den er blevet indført af andre. Hvis dette er tilfældet er der tale om anvendt 
matematik.  
Det har ifølge Niss vist sig, at selvom viden og evner i ”ren matematik” selvfølgelig er nødvendig for den 
enkeltes arbejde med modeller, så er disse langt fra nok til at arbejde med modeller, der skal mere til. Ifølge 
Niss vil man succesfuldt kunne arbejde med modeller på mange forskellige klassetrin. Niss konkluderer at 
undervisning og læring af matematik kan drage fordel af modeller pga. denne cyklus som leder til en 
”realistic mathematics education” fordi den netop har udgangspunkt i virkeligheden.  
(Galbraith & Stillman, 2006) arbejder med en modelleringscyklus der minder meget om (Blomhøj & Jensen, 
2003) og (Blum & Leiss, 2005). (Galbraith & Stillman, 2006) har fokus på fem kritiske aspekter ved overgang 
fra et stadie til et andet.  
1. Et problem i den rigtige verden → formulering af problemet i den virkelige verden 
2. Formulering af problemet i den virkelige verden → matematisk model 
3. Matematisk model → matematisk løsning 
4. Matematisk løsning → giver løsningen mening i den virkelige verden 
5. Giver løsningen mening i den virkelige verden→ evaluering, revidere modellen eller acceptere 
løsningen        
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(Galbraith & Stillman, 2006) belyser disse problemområder gennem observationer af elever som er 14 til 15 
år, dette er elevernes første møde med modellering på dette klassetrin. Observationerne fandt sted når der 
blev arbejdet med tre problemer fra den virkelige verden.  
Den første udfordring for eleverne er at identificerer de hovedelementer som skal være en del af modellen.  I 
forbindelse med det første problem eleverne fik stillet, var elevernes største udfordring overgangen mellem 
den virkelige verden og den matematiske da kun 2 ud af 27 kunne formulerer modellen ved hjælp af 
algebraiske variable.   
De eleverne skulle løse det andet problem, havde eleverne ikke store problemer med overgangen fra 
virkeligheden til den matematiske verden. 
(Galbraith & Stillman, 2006) konkludere at, hvis man som lærer har fokus på de fem forudsete potentielle 
problemer, som måtte opstå i arbejdet med modeller kan man forbygge disse før de opstår. Denne forståelse 
er ifølge (Galbraith & Stillman, 2006) vigtig i forhold til planlægningen af undervisningen især i forhold til 
identificering af nødvendig forhånds viden, forberedelse af hjælp ved kritiske punkter og rammer for gode 
lærings oplevelser.  
(Lesh & Doerr, 2003) har udviklet seks principper for instruktion i modellering. ”To create simulations of real 
life problems that are especially designed to recognize and reward a broader range of students …. research 
studies investigating the development of teachers' assumptions about: (a) the nature of real life learning and 
problemsolving situations in which mathematical reasoning is useful in an age of information, and (b) the 
nature of the understandings and abilities that are needed for success in the preceding kinds of situations” 
(Lesh & Doerr, 2003, p. 43)  
Principperne vil kort blive opridset, samt spørgsmål man kan stille sig selv for at fremstille bedre simuleringer 
af virkelige problemer. 
l. Det personlige meningsfuldhedsprincip (undertiden kaldet "Virkelighedsprincip”): Kunne problemet opstå i 
virkelige livssituationer? Vil eleverne blive opfordret til at få mening ud af den situation, baseret på 
forlængelser af deres egen personlige viden og erfaringer? Vil elevernes ideer blive taget alvorligt, eller vil de 
være tvunget til at tilpasse sig lærerens forståelse af den (eneste) korrekte måde at tænke på problemet på? 
2. Modelkonstruktionsprincippet: Er opgaven at sikre, at eleverne klart anerkender behovet for en model, 
der skal konstrueres, ændres, forlænges eller raffineres? Indebærer opgaven konstruktion, beskrivelser, 
forklaringer, manipulation, forudsigelser eller styring af et strukturelt betydningsfuldt system? Er 
opmærksomheden fokuseret på underliggende mønstre og regelmæssigheder snarere end på overfladiske 
oplysninger? 
3. Selvevalueringsprincip: Er kriterierne klare for eleverne, til vurdering af nytten af alternative svar? Vil 
eleverne være i stand til at bedømme for sig selv, når deres svar er gode nok? Til hvilket formål skal 
resultaterne bruges? Af hvem? Hvornår? 
4. Model-eksternaliseringsprincippet (også kaldet ”Model Dokumentationsprincip”): Vil svaret kræve at 
eleverne eksplicit afslører, hvordan de tænker om situationen (hvad er givet, mål, mulige løsningsveje)? 
Hvilken slags systemer (matematiske objekter, relationer, operationer, mønstre, regelmæssigheder) tænker 
de på? 
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5. Det Simple Prototype Princip: Er situationen så simpel som muligt, men som stadig skaber behov for en 
betydelig model? Vil løsningen være en nyttig prototype for at fortolke en række andre strukturelt lignende 
situationer? Vil oplevelsen give en historie, der vil have forklaringskraft - eller kraft til at få mening ud af 
andre strukturelt lignende situationer? 
6. Model Generaliseringsprincippet: Er det konceptuelle værktøj, der er konstrueret gældende for kun en 
bestemt situation, eller kan det ændres og nemt udvides til at gælde for en bredere vifte af situationer? 
Eleverne skal være udfordret til at gå ud over at producerer enkelt-formåls måder at tænke på, til at 
producere genanvendelige, delbare og modificérbare modeller. 
Modelfremstillingsaktiviteter ligner mange rigtige situationer i livet, hvor matematik er nyttig. Eleverne skal 
forsøge at udarbejde symbolske beskrivelser af meningsfulde situationer. 
Matematisk modellering  
I (Maass, 2006)s bliver modelleringskompetencen defineret således ”Modelling competencies include skills 
and abilities to perform modelling processes appropriately and goal-oriented as well as the willingness to put 
these into action.” (Maass, 2006, p. 117). (Maass, 2006) identificere metakognition, erkendelse om 
erkendelsen, som en vigtig variable for problem løsnings processen.  Metakognition er hvad der adskiller en 
ekspert fra begynderen. En begynder eksperimenterer uden struktur og stopper efter nogen tid uden succes. 
En ekspert har en metakognitiv viden der kan anvendes til at vælge strategi og kan komme frem til et resultat 
gennem denne. Derfor er man nødt til at have fokus på metakognition i undervisningen, for at eleverne lærer 
at beherske strategier. Det er vigtigt man giver den rette diskurs, som fremmer elevernes evner til selv at 
analyserer deres proces og at finde deres egne fejl.  Generelt kan det siges at evnerne som påkræves både er 
matematiske færdigheder, mål orientering og viljen til at nå målet. Den sidste er ifølge Maass ofte overset, 
men viljen og lysten til at løse opgaven er kritisk for at nå målet. (Maass, 2006) beskriver fire ideal typer i 
forhold til elevernes Beliefs til modellering og matematik, hvor gruppen som kun har en positiv holdning for 
enten modellering eller matematik har små problemer, dem som er uinteresseret i begge har store 
problemer, og dem som er positive overfor begge næsten ingen problemer har. Derfor er elevernes Beliefs 
vigtige.       
Ifølge (Maass, 2006) er det mest fundamentale resultat fra studiet, at syvende klasser er i stand til at lære 
modellering. Ved afslutningen af studiet kunne de fleste løse simple problemer, men nogle havde problemer 
med at løse komplekse spørgsmål. Dette modsiger ifølge Maass den gængse holdning i skolerne om at 
modellering kun bruges i de højeste, klasser hvis det overhovedet kan bruges her. 
(Niss, et al., 2007) har også beskæftiget sig med anvendt matematik og matematisk modellering i 
matematikundervisningen. (Niss, et al., 2007) starter med at beskrive anvendt matematik som værende når 
matematik bliver brugt på noget der falder uden for matematik-verdenen (ekstra-matematisk), derudover 
mener de at hver gang matematik bliver anvendt, så indgår en matematisk model, enten implicit eller 
eksplicit. (Niss, et al., 2007) beskriver en matematisk model, som værende når man går fra den ikke 
matematiske verden, ind i den matematiske verden, hvor problemet kan behandles, og så derefter går 
tilbage ud i ”virkeligheden”, hvor en analyse af modelleringen kan finde sted. Denne proces er som oftest 
cyklisk, en illustration af processen kan ses på Figur 44, hvor de hele pile illustrerer skridtene mellem 
verdenen, og de stiplede pile illustrerer behandling i domænet. 
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FIGUR 44 - MODELLERINGSPRINCIP, STIPLEDE PILE ER TILSAT FOR KLARHED (NISS, ET AL., 2007, P. 4) 
(Niss, et al., 2007) understreger at der er forskel på om anvendt matematik og modellering, ses som en 
understøttelse til det at lære matematik, og om matematik er understøttelsen til at lære anvendt matematik 
og modellering.  Denne dualitet opstår idet der er forskel på hvorvidt hvad der er målet og hvad det er 
midlet. Forskellen mellem de to tilgange kan variere kraftigt afhængig af pensum og det faglige niveau. (Niss, 
et al., 2007) mener at modellering og anvendt matematik kan medvirke til udviklingen af elevernes 
kompetencer, og fortjener en plads i pensum i alle niveauer af matematik.   
(Niss, 2010)har igennem tre matematiske eksempler undersøgt elevers evner til at modellere: 
(a) den proces, hvor eleverne erhverver evne til både model og at til at modellerings-aktiviteter,  
(b) den måde, hvorpå modelleringscyklus bør karakteriseres.  
 
(Niss, 2010) slutter af med at foreslå, at filosofiske problemer er til stede i forståelsen af hvordan 
modelleringsevnen opstår hos elever, der aldrig har modelleret. Dette fører til at man skal finde bedre 
aktiviteter og metoder, der vil muliggøre en bedre ’modelleringskapacitet’ der skal læres. 
 
(Højgaard, 2010) mener, at alt for ofte bliver opgaver der løses ved hjælp af problemløsningskompetencen 
beskrevet som om de skal løses ved hjælp af modelleringskompetencen. (Højgaard, 2010) visualiserer 
modelleringsprocessen ved hjælp af Figur 45. 
 
FIGUR 45 - VISUALISERING AF MODELLERINGSPROCESSEN (HØJGAARD, 2010, P. 258) 
Ifølge (Højgaard, 2010) vil løsningen af opgaven ”Hvilken sammenhæng er der mellem en persons indkomst 
og betalt skat?” komme hele vejen rundt i cyklussen vist på Figur 45. Opgaven ”Hvordan afhænger den skat 
man betaler af indkomstskatten og momsen?” inddrager ifølge Højgaard kun punkterne (c), (d) og (e) på 
figuren. Når man formulerer en modelleringsopgave, skal man være opmærksom på, om man reelt får 
modelleringskompetencen i spil. 
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It i matematik 
(Weigand, 2014) mener at CAS er et essentielt værktøj i undervisning og læring af matematik. Teknologien 
har indflydelse på hvad der bliver undervist og forstærker elevers læring. Teknologi i matematik er i dag 
domineret af lommeregnere og computere som kan hjælpe eleverne med at lære mere.  
(Weigand, 2014) tager udgangspunkt i en undersøgelse fra den tyske delstat Bayern, hvor et projekt har kørt 
mellem 2003 og 2013, her har næsten 5000 elever deltaget.  (Weigand, 2014) er kommet frem til ti teser 
som skal besvares for at nå målsætningen om udbredt brug af CAS i undervisningen. 
Tese 1 er at eksperterne indenfor CAS i matematik ikke har været gode nok til at overbevise interessenterne 
om det gode ved CAS i klasse lokalerne.  Tese 2, det er kun meningsfuldt at bruge CAS i undervisningen hvis 
eksaminationen også tillader dette og spørgsmålene til eksamen tager højde for brugen af CAS. Tese 3, 
kriterier for god dokumentation i forbindelse med besvarelse af spørgsmål harmoniseres.  Tese 4, selvom der 
findes værktøjer, som kan visualiserer svarene digitalt er en hoved udfordring for eleverne mentalt at 
visualiserer svarene de får. Tese 5, eleverne har brug for en strategi til at kontrollere det resultat de opnår 
gennem brugen af CAS. Tese 6, udviklingen af kompetencemodeller kan være brugbart.  På Figur 46 ses et 
eksempel på en kompetencemodel.  
 
FIGUR 46 - MATRICEN VISER SAMMENHÆNGEN MELLEM ‘CONCEPT (FUNCTION) UNDERSTANDING’ OG ‘TOOL 
COMPETENCE’ (WEIGAND, 2014, P. 11). 
Tese 7, for at arbejde med CAS er det nødvendigt at kende begrænsningerne og restriktionerne i forhold til 
brugen af CAS indenfor matematikken. Tese 8, der er brug for lang tids studier for at udvikle lærings 
strategier i brugen af CAS til matematik pensummet. Tese 9, forbindelse og indbyrdes sammenhæng vil være 
nøgleord i fremtiden, accept af brugen af ny teknologi vil kræve et globalt koncept indenfor undervisning og 
læring. Tese 10, Weigand har opstillet er, at der er brug for visioner indenfor brugen af CAS i klasselokalet.  
(Jankvist & Misfeldt, 2015) har undersøgt brugen af CAS i matematikundervisningen på gymnasialt niveau i 
Danmark. Helt specifikt handler artiklen om at løse en differentialligning. En gymnasielærer fortæller 
hvordan man kan løse differentialligningen  
𝑑𝑁
𝑑𝑡
= −16𝑁 + 32 med startværdi N(10)=1 og redegøre for, at N 
er en voksende funktion.  
Før reformen i 2005 (der indførte brug af CAS) ville eleven løse differentialligningen ved en af to måder: Den 
ene ved ”separation af de variable”, og omdøbe N til y og t til x, og den anden ved at benytte sætningen: 
𝑑𝑦/𝑑𝑥 =  𝑎𝑦 +  𝑏 med a, b 𝜖R og a ≠0 er y = –b/a + ceax for x 𝜖R.  
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Ved brug af CAS kan man blot indtaste desolve(y’=-16y+32,x,y)  
En elev skal løse ovennævnte differentialligning og hun laver fejl i erstatning af N og t og får indtastet 
desolve(𝑦’ = −16𝑥 + 32, 𝑥, 𝑦) hvilket som løsning giver en andengradsfunktion 𝑦 = −8𝑥2 + 32𝑥 + 𝑐1 
Eleven stoler fuldt og fast på CAS, også selv om hun skal redegøre for, at funktionen er konstant voksende. 
Læreren mener, at hun ikke ville have begået denne fejl, hvis hun havde brugt en af de to ”papir og blyant-
metoder”. Hvilket svare til at eleven har problemer med Tese 4, 5 og 7 introduceret af (Weigand, 2014).  
Artiklen af Jankvist & Misfeldt er inspireret af samtaler med lærere og deres erfaringer med CAS i 
undervisningen. Ved hjælp af (Sfard, 1991) og (Skemp, 1976) konkluderer Jankvist & Misfeldt, at en stærk 
afhængighed af CAS giver nye og effektive proceduremæssige løsningsstrategier til klassiske problemer. På 
den ene side er disse nye strategier til tider black-boxing af centrale begreber, der er i fokus i 
undervisningen. Det betyder, at eleverne der forsøger at ’klare’ matematik kan hænge på da CAS tillader 
dem at "levere" og deltage i klassen, hvilket ligger på linje med (Pirie & Kieren, 1994), som har en teori om, at 
man kan arbejde på et symbolsk niveau uden referencer til de basale begreber. På den anden (negative) side, 
vil disse elever måske aldrig udvikle gode opfattelser af centrale begreber og emner, og vil ikke engang være 
motiveret til at gøre det, hvis de primært møder opgaver der nemt håndteres af CAS. Brugen af CAS, og især 
Solve og deSolve kommandoen, giver nye kategorier af problemer.  
(Jankvist & Misfeldt, 2015) definerer CAS - instrumentel forståelse som en forståelse af, hvordan man følger 
en procedure ved hjælp af CAS, men ikke med hvilket formål, eller hvordan proceduren passer ind i et større 
matematisk landskab, hvilket svare til det (Weigand, 2014) kalder intuitive understanding 
Hvis eleverne blot besidder det, (Jankvist & Misfeldt, 2015) har kaldt CAS-instrumentel forståelse af et givet 
emne, vil vejen mod enhver relationel forståelse af dette emne være endnu længere end den er med de 
sædvanlige ’papir og blyant’ instrumentel forståelse. I en vis forstand, gør introduktionen af CAS Sfards onde 
cirkel til en slags ond spiral, hvor mere og mere på højere niveau er bygget videre på et lavere niveau, som 
ikke har været tingsliggjort. Denne spiral gør det meget udfordrende for en lærer at observere og identificere 
en elevs problem eller vanskelighed, og måske endnu sværere at gøre noget ved det.  
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Matematikvejlednings tre trin 
For overhovedet at kunne vejlede elever i matematik, er det nødvendigt først at vide hvilke elever der skal 
hjælpes, samt hvilke problemer eleverne har, før der til sidst kan foregå den egentlige hjælp. Dette kan deles 
op i tre trin: detektionstest, diagnosticering og intervenering. Idéen med de tre trin samt hvordan vi, i 
praksis, har udført dem vil kort blive opridset i de følgende tre afsnit. De egentlige resultater og diskussion af 
resultaterne vil komme i senere afsnit. 
Trin et: Detektionstest 
Den første del er, at identificere de elever der kunne have behov for hjælp. Som matematiklærer kan man 
have en god idé om, hvilke elever der har behov for hjælp, men der kan også nemt sidde elever med 
matematikvanskeligheder, som er nemme at overse. Det kan derfor være en rigtig god idé med en test der 
kan hjælpe med at finde elever, der kunne have matematikvanskeligheder. 
I dette tilfælde brugte vi 13 spørgsmål der primært beskæftigede sig modellering (og de dertil knyttede 
kompetencer), præmatematisering, matematisering, matematisk problemløsning samt validering. 
Spørgearket ”13 spørgsmål til professoren” blev givet til eleverne i elektronisk form, således at eleverne 
nemt og hurtigt kunne svare på spørgeskemaet (Gjerlufsen & Hansen, 2015). 
Efter eleverne besvarede spørgeskemaet blev resultaterne evalueret og en række elever blev udvalgt til 
nærmere diagnosticering. Resultaterne og begrundelse for udvælgelse kan ses i afsnittet Detektionstest – 
udførelse og resultater. 
Trin to: Diagnosticering 
Efter detektionstesten blev elever udvalgt til yderligere diagnosticering inden der blev planlagt et 
interventionsforløb. I afsnittet Diagnosticering vil eleverne HHX9 og HHX20, blive beskrevet. Efter 
detektionstesten blev de 2 elever inviteret til et mindre uddybende interview om deres besvarelser. Uddrag 
af disse interview vil blive præsenteret. 
Efter disse interviews blev det besluttet at der var behov for yderligere viden om eleverne inden en endelig 
diagnosticering og intervention kunne finde sted. Denne session blev afholdt som en gruppesession med 4 
elever og alle tre lærere, samt Mogens Niss og Uffe Jankvist. Uddrag af sessionen vil ligeledes blive 
præsenteret. 
Til sidst vil diagnosticeringen blive opsummeret i et diagnosticeringsskema. 
Trin tre: Intervenering 
Efter endt diagnosticering blev det besluttet at (nogle af) problemerne kunne håndteres med en passende 
modelleringsopgave i en klasserumssituation, da det skønnes at andre elever i klassen også ville have gavn af 
interveneringen. Der blev derfor lavet et fælles oplæg til eleverne, der blev fremlagt sammen med en 
modelleringsopgave der skulle løses, med særligt hensyn til de værktøjer der blev præsenteret i oplægget.  
Derudover indeholdt sessionen en fælles summativ elev-evaluering. Hver elev fik udleveret to 
forskelligfarvede post it-sedler, som de skulle placere på et billede af modelleringscyklussen. Den ene farve 
til det de fandt lettest og den anden til det de fandt sværest. Herved tegner der sig hurtigt et samlet billede 
af klassens vurdering. Elevernes vurdering af, hvad der var henholdsvis sværest og nemmest, vil blive 
gennemgået i afsnittet; Interventions-session – udpluk og sammendrag. 
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Detektionstest – udførelse og resultater 
I dette afsnit vil vi forklare udførelsen af detektionstesten samt præsentere de relevante resultater. 
Beskrivelse af testgrupperne 
Eleverne der var med i detektionstesten kom med væsentligt forskellige baggrunde. I alt blev testen givet til 
tre forskellige 1. års klasser, henholdsvis to HTX klasser fra CPH West i Ishøj og en HTX klasse fra Slotshaven i 
Holbæk. Derudover fik en 2. års HHX klasse fra Slotshaven i Holbæk og en 3. års HTX klasse fra CPH West 
testen. Der er gennemført intervenering i 2. års HHX klassen og 3. års HTX klassen, derfor er det resultaterne 
fra disse to klasser der primært bliver gennemgået. 
Resultater 
Vi valgte, som tidligere nævnt, at give eleverne testen elektronisk. Det foregik online via Google Formulars og 
kan ses online (Gjerlufsen & Hansen, 2015). Vi opnåede at få vores resultater direkte i Excel, således at vi 
undgik de fejl, som kan opstå når resultater skal overføres fra et medie til et andet. Spørgsmålene blev enten 
skrevet direkte i Google Formulars eller kopieret. De spørgsmål der blev kopieret var spørgsmål, hvor der for 
eksempel indgår formler, se Figur 47, da man ikke kan skrive dette i Google Formulars. Figurer blev ligeledes 
kopiret og sat ind. 
 
FIGUR 47 - EKSEMPEL PÅ SPØRGSMÅL I GOOGLE FORMULARS (GJERLUFSEN & HANSEN, 2015) 
Eleverne havde mulighed for at svare på spørgsmålene på samme måde, som de havde kunnet, hvis de 
havde skullet svare på papir med blyant. Inden prøven startede blev det understreget over for eleverne, at 
de ikke skulle gætte, og at resultaterne ikke ville få indflydelse på deres standpunktskarakter. Eleverne fik af 
vide, at vi (deres lærere) skulle bruge resultaterne til en opgave, og at deres svar anonymt blev sendt til en 
professor. 
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Eleverne var under opsyn under hele prøven, for at undgå de brugte hjælpemidler og kommunikerede med 
andre. Hovedparten af vore elever klarede testen i løbet af en time, dog var der enkelte elever som havde 
brug for lidt længere tid til testen.  
På Figur 48 ses kassediagrammer over elevernes besvarelse af samtlige spørgsmål. Der er 13 overordnede 
spørgsmål i testen. Kassediagrammer og øvrige diagrammer er udarbejdet med udgangspunkt i de 13 
spørgsmål. Kassediagrammerne er udarbejdet ved at benytte percentilerne: 10 %, 25 % (nedre kvartil), 50 % 
(medianen), 75 % (øvre kvartil) og 90 %.   
 
FIGUR 48 - KASSEDIAGRAMMER OVER ELEVBESVARELSER 
Vi havde en formodning om, at der var stor variation i elevernes besvarelse. Denne formodning viser 
kassediagrammerne er korrekt, specielt på HTX. Fordelingen på HHX er nogenlunde normalfordelt, mens 
fordelingen på HTX er en venstreskæv fordeling. Medianen på HHX ligger på 4, på HTX ligger medianen på 7. 
Kun 25 % af eleverne på HHX har 6 eller flere rigtige, på HTX er det ca. 60 %. På HTX har 25 % af eleverne 9 
eller flere rigtigt.  
 
FIGUR 49 - FREKVENS AF ANTAL RIGTIGE PER SPØRGSMÅL. 
 
På Figur 49 ses frekvensen af antallet af rigtige svar fordelt per spørgsmål i de to klasser. Her ses en klar 
tendens til at eleverne på tværs af årgang og studieretning har sværere ved visse af spørgsmålene end andre, 
samtidig med at der er en klar tendens til at 3.g. eleverne klarer sig bedre end 2.g eleverne i hovedparten af 
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spørgsmålene. Spørgsmålene 1, 2, 3, 5, 6, 9 og 13 beskæftiger sig primært med præmatematisering, 
matematisering og validering, og her er forskellen mellem klasserne væsentlig mindre end de spørgsmål 
hvori der indgår matematisk problemløsning.  At en 3.g klasse med matematik på A-niveau klarer sig bedre i 
matematisk problemløsning fremfor et 2.g hold på B-niveau er forventeligt.  At forskellen er mindre i 
spørgsmålene med (præ-)matematisering og validering, siger måske mere om elevernes generelle 
færdigheder uden for den matematiske sfære. Selvom det statistiske grundlag selvfølgelig er alt for spinkel til 
at kunne drage egentlige konklusioner, så mener vi at resultatet er interessant og måske kan antyde et 
manglende fokus på (præ-)matematisering og validering i matematikundervisningen. 
 
FIGUR 50 - DETEKTIONSTEST HHX 2.G 
På Figur 50 ses resultatet af detektionstesten for HHX 2.g klassen. For at kunne give et bedre overblik over 
den enkelte elev, har vi valgt at inddele spørgsmålene i henholdsvis forkert, delvis rigtigt, og rigtigt. Vi har 
valgt at tage delvis rigtigt med, da nogle elever var i stand til at finde det korrekte svar, men ikke i stand til at 
komme med en begrundelse eller gav ufuldstændige svar, hvor delbegrundelsen har været korrekt.  
Denne inddeling gjorde det nemmere for os, at identificere elever, hvor en intervenering måske kunne give 
anslag til hurtige forbedringer. Eleverne HHX9 og HHX20 har tidligere været med i vejledningsforløbet, og de 
har begge stadig en del snublesten. HHX9 klarede ikke testen særlig godt, hvorimod HHX20 klarede sig 
ganske udmærket.  Vi har valgt igen at udtage disse to elever til uddybende interviews omkring 
detektionstesten for at kunne diagnosticere problemerne yderligere. 
Der er flere elever i klassen, blandt andet HHX22 og HHX32, der på baggrund af detektionstesten kunne 
deltage i et videre diagnosticeringsforløb. Det har dog ikke været muligt at inkludere disse elever i en formel 
diagnosticering med afrapportering, men eleverne har dog alle snakket med læreren om testen på et mere 
uformelt plan, og deltaget i en fælles klasserumsintervention, denne bliver beskrevet senere. 
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FIGUR 51 - DETEKTIONSTEST HTX 3.G 
På Figur 51 ses resultaterne af detektionstesten for HTX 3.g klassen. Eleverne i denne klasse har tidligere 
været med til detektionstest. Eleven der blev diagnosticeret og interveneret i del 2, går desværre ikke 
længere i klassen. 
Generelt set har eleverne klaret sig godt i testen, og testen er forløbet uden de store overraskelser. En del af 
eleverne har generelle sprogvanskeligheder, og klarer sig generelt dårligt i opgaver med svære og/eller 
ukendte ord. Enkelte elever såsom HTX44 og HTX43 overrasker. HTX43 er generelt dygtig problemknuser der 
dog er blomstret sent i matematikundervisningen, og det er en smule overraskende at han ikke klarer testen 
på samme niveau som de elever han normalt er på niveau med. HTX44 klarer testen bedre end forventet, 
eleven er generelt matematisk ustruktureret og har svært ved at genkende problemer i matematikken 
hvilket volder problemer til daglig, så den gode test er derfor en smule overraskende. 
Begge elever vil være interessante at følge videre. 
 
FIGUR 52 - AKKUMULERET ANTAL RIGTIGE PÅ ALLE TEST 
På Figur 52 ses et histogram over det antal af rigtige, samtlige elever vi har givet testen, har svaret rigtigt på. 
Detektionstesten har, som nævnt, været givet til flere klasser end der er afrapporteret i dette afsnit. Vi 
syntes, det er interessant at notere at antal rigtige er tilnærmelsesvis normalfordelt med typetal 4, median 
på 5 og middelværdi 5,4 rigtige. 
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Diagnosticering 
Trin to i vejledningen er at diagnosticere hvilke problemer eleverne kunne have.  
Udvælgelse af elever 
På baggrund af detektionstesten blev 6 elever fra HHX udvalgt til at deltage i det videre forløb med 
diagnosticering og intervenering. Eleverne blev primært valgt ud fra resultaterne på deres detektionstest, 
samt på at det er elever der deltager aktivt i undervisningen, og rigtig gerne vil matematik, men har mange 
snublesten. HHX9 (der havde 2 rigtige) og HHX20 (der havde 8 rigtige) har desuden begge været med siden 
forløbet startede for et år siden. HHX22 (havde ingen rigtige) og HHX32 (der havde en rigtig), har begge også 
deltaget tidligere, men dog uden afrapportering. Derudover blev HHX10 (der havde 4 rigtige) og HHX18 (der 
havde 6 rigtige) primært udvalgt fordi de til dagligt arbejder tæt sammen med HHX9. HHX9 havde nemlig 
ikke lyst til at deltage i interventions-sessionen, hvor også Mogens Niss og Uffe Jankvist deltog, hvis ikke 
nogle af hans venner var med. 
Elevinterviews 
Efter detektionstesten blev der afholdt interviews med de førnævnte udvalgte elever. I dette afsnit vil 
transskriberingerne af dele af vores interviews med HH9 og HHX20 blive gennemgået.  Samtalerne med 
eleverne er optaget ved hjælp af en Smartpen. Optagelserne af samtalerne foregik alle med elevernes 
accept. Nogle af transskriberingerne vil inkludere elevernes egne noter optaget via en Smartpen. Det 
følgende afsnit er, som nævnt, ikke en komplet transskribering af alle interviews, men et udpluk af de 
spørgsmål og svar der er bedømt relevant for vejledning og diagnosticering af eleverne.  
Elev HHX9 
Til spørgsmål 3: ”Søren vil sætte sine sparepenge i banken. Banken Tæsk tilbyder 0,25 % i rente hvert kvartal, 
hvis han lader pengene stå i 2 år. Banken Bank tilbyder 1 % i årlig rente, hvis han lader pengene stå i 2 år. Er 
det ligegyldigt hvilken bank Søren vælger, eller har han fordel af at vælge den ene frem for den anden? 
Begrund dit svar.” 
Har eleven svaret 
2 å𝑟 (8𝑚𝑑𝑟 𝑝𝑟 𝑘𝑣𝑎𝑟𝑡𝑎𝑙) ∙ 0,25% = 2% 𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑝å 2 å𝑟 
Til samtalen får han igen stillet opgaven og siger: 
HHX9: ”Det er det med renters rente. Det kan jeg godt, for jeg har faget finansiering”. 
Han kommer med hjælp fra læreren frem til at han skal bruge følgende formel 
𝐾𝑛 = 𝐾0(1 + 𝑟)
𝑛 
HHX9: ”Må jeg sætte tal ind og bruge min lommeregner?” 
Lærer: ”Ja”. 
HHX9 udregner nu 1000 ∙ (1 + 0,0025)8 henholdsvis 1000 ∙ (1 + 0,01)2 korrekt ved brug af lommeregner. 
HHX9: ”Det er Banken Tæsk”. 
I denne opgave er HHX9 både i stand til at foretage horisontal og vertikal matematisering (Freudenthal, 
1991), når han sidder sammen med læreren. HHX9 har heller ikke problemer med det matematiske domæne 
eller at fortolke sine resultater (Blum & Leiss, 2005). 
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Til spørgsmål 4: ”På en bestemt skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der 
udtrykker sammenhængen mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. Begrund dit svar.” 
Her har eleven svaret  
𝐸 =∙ 6 
𝐿 =∙ 1 
𝑓(𝑥) = 61 
Til samtalen med læreren bliver han igen bedt om at opskrive en formel der udtrykker sammenhængen 
mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere: 
HHX9: Skriver ”6𝑥 ∙ 1” 
Lærer: ”Er det din formel?” 
HHX9: ”Nej – der skal også stå 𝑓(𝑥)” og skriver så 𝑓(𝑥) = 6𝑥 ∙ 1 
Lærer: ”E er antallet af elever og L er antallet af lærere. Prøv at skriv E og L på dit papir” 
HHX9 skriver 6𝑒 = 𝐿 
Lærer: ”Er det din formel?” 
HHX9: ”Ja” 
Lærer: ”Hvad nu hvis antallet af elever er 100. Hvor mange lærere er der så på skolen ifølge din formel?” 
HHX9: ”Så er der 600… Det er forkert. Formlen må så være 6 ∙ 𝐿 = 𝑒” 
 
I denne opgave er HHX9 meget usikker i sin symbol behandling. Han er ikke konsekvent i sin brug af 
symbolerne, om det er 𝑥, 𝑒 eller 𝐸 betyder ikke det store for ham. Elevens instrumentelle forståelse er ikke 
helt på plads, hvilket ifølge (Pirie & Kieren, 1994) ikke nødvendigvis er et problem i forbindelse med 
modellering, men kan være et problem i forhold til både horisontal og vertikal matematisering (Freudenthal, 
1991). HHX9 får ikke valideret modellen på egen hånd, men kan med lidt hjælp godt foretage valideringen. 
Til spørgsmål 9: ”I landet Zedland er der to aviser, der søger sælgere. Annoncerne nedenfor…”  
Har HHX9 svaret: ”Det er D, da i Zedland tidende er hans startværdi 60 men stiger efterhånden 
zedland posten er det fordi han tjener mindre på avisen i starten og efter han har solgt 240 aviser stiger hans 
indkomst pr. avis.” 
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Til samtalen med læreren siger HHX9, at det må være graf B eller D, fordi hvis man tager udgangspunkt i 
ZEDLAND TIDENDE, så tjener man der 60 zeds om ugen plus ekstra 0,05 zeds pr. avis og derfor kan man ud 
fra graferne se, at det må være figur B eller D. 
Lærer: ”Prøv at tegn et koordinatsystem og heri oplysningerne: Man tjener 60 zeds om ugen plus ekstra 0,05 
zeds pr. avis” 
HHX9 tegner et koordinatsystem og starter på y-aksen ved 60 og illustrerer så hældningen på 0,05. 
HHX9: ”Nåå… Så er det jo ikke figur B eller D. Så må det være A eller C. Og så er det C, da ZEDLAND POSTEN 
ændrer hældning undervejs”. 
 
HHX9 har i første omgang svært ved registerskiftet fra tekst til grafer, men da han selv skal opstille sit eget 
billede af graferne kan han godt genkende egenskaberne (Pirie & Kieren, 1994) og dermed foretage et 
registerskift (Duval, 2006), idet han kan omsætte teksten til grafer i et koordinatsystem.  
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Elev HHX20 
Til spørgsmål 12: ” Af helbredsmæssige årsager bør folk begrænse deres anstrengelser, fx under udøvelse af 
sport, for ikke at overskride en bestemt hjertefrekvens (antal hjerteslag pr. minut)…” se Figur 47 - Eksempel 
på spørgsmål i Google Formulars. 
Har HHX20 intet skrevet. 
Lærer: ”Du har sprunget denne opgave over?” 
HHX20: ”Ja – jeg vidste ikke lige hvordan jeg skulle gribe den an.” 
Lærer: ”Hvad så nu, når vi sidder her?” 
HHX20: ”Jeg tror alderen må ligge mellem 10 og 50 år, så jeg sætter 10 henholdsvis 50 ind” og udregner 
220 − 10 
220 − 50 
208 − 0,7 ∙ 10 
208 − 0,7 ∙ 50 
Herfra får han 4 punkter (10,210), (50,170), (10,201) og (50,173) og han tegner to rette linjer. En gennem 
(10,210) og (50,170) og den anden gennem (10,201) og (50,173). Han markerer så skæringspunktet mellem 
de to linjer og siger: 
HHX20: ”Det er korrekt. Alderen er mellem 10 og 50 år!” 
 
Lærer: ”Kan du finde den eksakte alder?” 
HHX20 har lidt svært ved at matematisere problemstillingen, men får da lavet 2 rette linjer. HHX20 virker dog 
i tvivl om hvad hans matematisering konkret kan bruges til, og får følgende hjælp:   
Lærer: ”Vi kunne lade x betegne alderen (målt i år) og y antal hjerteslag pr. minut”. 
HHX20 opskriver herefter så hurtigt følgende to modeller: 
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𝑔𝑙.  𝑦 = 220 − 𝑥 
𝑁𝑦  𝑦 = 208 − (0,7 ∙ 𝑥) 
og rent instrumentelt siger han så: 
HHX20: ”Så skal vi sætte dem lig hinanden” 
og opstiller ligningen 220 − 𝑥 = 208 − (0,7 ∙ 𝑥). Han kommer herefter frem til, at 𝑥 = 40 
Og uden at se på graferne, konkluderer han at det er fra alderen 40 år og frem. 
Det er vores opfattelse at HHX20 har store problemer med registerskift (Duval, 2006), hvilket bevirker at 
eleven ikke er i stand til at udføre en korrekt (af-)matematisering og validering, da der simpelthen ikke er en 
sammenhæng mellem den første repræsentationsform han selv laver med punkterne og linjerne, og den 
udregning han laver senere. Den hjælp eleven fik af læreren, ansporede altså at der skulle løses en ligning, og 
blev af eleven ikke opfattet som en hjælp til at tolke grafen. 
Uddybende diagnosticeringssession 
Efter de afholdte interviews blev det besluttet at afholde en yderligere diagnosticeringssession hvor de 
udvalgte elever under observation kunne give sig i kast med en egentlig modelleringsopgave. Vi valgte denne 
ekstra diagnosticering fordi vi som lærere havde en idé om, at nogle af de udfordringer eleverne havde, 
måske ikke udelukkende lå i modelleringskompetencen, men at der også var dybere problemer der spillede 
ind. Vi ved fra tidligere, at eleverne blandt andet har problemer med symbol- og formalisme kompetencen. 
Til sessionen var der 4 elever, HHX9, HHX10, HHX18 og HHX20, hvor det dog primært var HHX9 og HHX20 der 
var aktive, da de var mest komfortable med situationen. Eleverne blev præsenteret for følgende opgave 
(udgaven eleverne fik udleveret ses i Bilag C2 side 199, og en grundigere begrundelse for valg af opgaven kan 
læses på side 141): 
 Peter bor i Holbæk (i nærheden af tankstationen INGO på L C Worsøesvej 1) og har lige anskaffet sig 
en Golf GTi. 
 Peter har en fætter, der arbejder på tankstationen OK i Gevninge (Hornsherredvej 3), hvor Peter kan 
tanke benzin til ”vennepris”, dvs. han får 10 % rabat. 
 Er det meningsfyldt for Peter at køre til Gevninge efter benzin? 
Eleverne fik af vide, at de kunne få lidt hjælp hvis de sad virkelig fast, men at vi primært var til stede for at 
observere hvad de gjorde. Mindre dele af sessionen kan derfor have et element af intervenering over sig.  Vi 
har valgt at fremlægge en komplet gennemgang af sessionen, idet vi mener den giver et godt indblik i 
hvordan eleverne på et 2.g niveau takler en modellerings session når de mere eller mindre er overladt til sig 
selv. Transskriberingerne er ikke komplette. 
Det skal bemærkes at opgaven er den samme som den opgave der er tilrettelagt til interventionsforløbet 
senere. Dette er bevidst idét vi som lærere ønsker at observere hvordan eleverne takler en sådan opgave 
uden en indledende introduktion. 
Efter at have læst opgaven, bliver eleverne meget hurtige enige om, at hvor meget bilen kører på literen må 
have en indflydelse, og de er også enige om at GTI betyder nok ikke vildt meget, men at man hellere må 
undersøge det. Kort tid efter, uden særlig meget snak eller diskussion i gruppen, bliver de enige om at en 
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Golf GTI kan køre 15 km/l. 
Herefter bliver iveren kastet over benzinpriserne. En foreslår at benzinprisen sættes til 11kr/l.  
 ”Naarj snarere 9 en halv” siger en anden hurtigt.   
Det bliver umiddelbart godtaget, og de kaster sig hastigt videre i at finde ud af hvor langt der er til Gevninge. 
Præcise vejnavne bliver tastet ind i Krak.dk, men bliver derefter enige om at afrunde til 18km uden at 
diskutere hvorfor. 
En elev er dog ikke helt tilfreds med benzinpriserne og siger  
”Kan benzinpriser ikke variere?”  
Hvilket de andre er enige i. De overvejer om man kan bruge et gennemsnit, men ender med at blive enige 
om at man kan bruge internettet til at finde vejledende listepriser. På dette tidspunkt har eleverne tydeligvis 
glemt, eller helt ignoreret, de 10 % rabat. 
Herefter er der stille lidt tid, hvor eleverne reflekterende kigger lidt på de ting de har noteret ned. Efter lidt 
tid er HHX20 tydeligvis enig med sig selv om, at data er blevet fundet, og siger højt til de andre  
”Så må vi finde en formel vi kan regne det ud med” 
 
FIGUR 53 - EKSEMPEL PÅ NOGET AF DET DER BLEV SKREVET NED UNDER SESSIONEN 
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Her kommer eleverne i tanke om de 10 % og bliver enige om at han må spare ca. 1 kr. hvorefter HHX9 
nævner at så må det vel være per liter, og afhænge af hvor meget han tanker. En af de andre finder 
lynhurtigt at en Golf GTi har en tank på 58-78 liter, så 68 liter i snit?  
HHX9: ”Her står der 50 liter? Hvad nu?”  
De bliver i fællesskab enige om, at de må finde et tal. 
Her bryder HHX20 ind: 
”Så kan vi vel ikke komme uden om at skulle opstille en formel.  En funktion af en slags?” 
På dette tidspunkt har eleverne slet ikke drøftet hvilket type svar de er ude efter, og hvad meningsfyldt 
overhovedet betyder. 
HHX20: ”Vi kan starte med en lineær model 𝑎𝑥 + 𝑏, så vil 𝑥 være hvor langt han skal køre? Men det 
afhænger vel så af, hvor han har tanket sidst?”  
Først her virker det til at gå op for gruppen at de står med en kompleks problemstilling, men det får dem ikke 
til at stoppe op og reflektere over det eller lægge en plan. 
HHX20 fortsætter med at regne, gruppen vil regne hvor meget det koster at køre til Gevninge, 12kr bliver de 
enige om – det skal være 𝑏 i deres lineære model, også selvom de endnu ikke har besluttet hvad variablene i 
modellen faktisk skal være. 
På dette tidspunkt forsøger lærerne med lidt spørgsmål:  
”Hvad betyder x og y i jeres model? Og hvordan kan de hjælpe jer med at løse problemet?” 
Eleverne overvejer om man kan tegne en graf - lave et koordinatsystem? De diskuterer lidt over 
mulighederne. Under denne proces går der lidt et lys op for en af dem kan man se  
”Kan man tanke en hel tank overhovedet?” hvilket 3 af dem diskuterer. 
Imens har HHX20 fået en idé, han vil gerne bare regne hvad en tank koster hos Ingo og derefter hvad en tank 
koster hos OK plus prisen at køre til Gevninge. Han får dog ikke formuleret særligt præcist overfor de andre 
hvad det er han gerne vil, så ideen drukner lidt.  
Ud fra observationen virkede det som en rigtig fin idé i forhold til de andre overvejelser, men HHX20 mangler 
noget matematik han kan komme sine ideer ind i. 
De vender tilbage til deres lineære model og bliver enige om at 𝑎 må være prisen pr liter, og 𝑥 hvor meget 
han skal tanke, og 𝑏 er den pris det koster at køre. De virker på nippet til at få det oversat til noget brugbart, 
men ender med at gå i stå. 
Her foreslår lærerne om man kunne forsøge sig med en model for den ene tankstation først? 
Eleverne beslutter sig for Ingo først og kommer, med nogen hjælp, frem til en model der beskriver hvad 𝑥 
kilometer koster at køre hvis man tanker på en bestemt tank, nemlig 𝑝𝑟𝑖𝑠 =  0.66 𝑘𝑟/𝑘𝑚 ∗  𝑥 𝑘𝑚. 
Lærerne spørger så til det famøse 𝑏.  
HHX20 foreslår ”Det må være 0?”  
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Han virker dog ikke helt sikker i sin sag. Lærerne spørger så til prisen hos den anden tankstation. Her kommer 
HHX20 hurtigt på banen:  
”Her kommer 𝑏 så ind, det er startomkostningerne”  
Han mener det rigtige, men har lidt svært ved at formulere det. 
Lærerne forsøger nu at få dem til at lave en skitse af problemet. HHX20 får med lidt besvær skitseret den 
første model, se Figur 54. Her kommer HHX9 på banen og vil gerne tegne den anden også, og se hvor de 
skærer hinanden. De bliver enige om, at den starter længere oppe på y aksen og må være fladere. Herefter 
bliver gruppen enige om, at ud fra deres model er OK stationen bedst hvis man kører langt. 
 
FIGUR 54 - SKITSE AF PROBLEMSTILLING 
Lærerne spørger ind til hvorfor den ene graf er mindre stejl end den anden.  
HHX20: ”På grund af de 10 %?” igen ikke helt overbevisende i tonelejet.  Der bliver snakket lidt om at man 
kan ændre på 𝑥 til f.eks. at være hvor meget man tanker, men der kommer ikke noget konkret svar. 
Eleverne har nu siddet med opgaven i næsten en time, og er ret trætte, så det bliver besluttet at stoppe 
sessionen her. 
Resultat af diagnosticeringen 
I dette afsnit vil resultaterne af diagnosticeringerne blive præsenteret i Tabel 11 - Diagnosticeringsskema - 
HHX9 og HHX20.  
Skemaerne tager udgangspunkt i den modelleringscyklus der er præsenteret ved Figur 43. Denne opdeling er 
valgt, da vi mener at de forskellige faser, og denne opdeling i modelleringscyklussen, beskriver de væsentlige 
elementer fra diagnosticeringen.  
Efter klasserumsinterventionen blev eleverne igen testet, i denne test blev eleverne blandt andet bedt om at 
vælge mellem en række Beliefs som (Grigutsch, 1998) har opskrevet og nogle fra (Shoenfeld, 1992). Derfor 
har vi en idé om hvilke Beliefs HHX9 og HHX20 har.  
For en diagnosticering af elevernes symbol- og formalismekompetence henvises til Tabel 4 - 
Diagnosticeringsskema HHX9 og HHX20 side 53. 
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Elev HHX9 HHX20 
Forståelse af 
problemet 
Præmatematisering 
Giver sig tid til at forstå problemet, men 
overvejer ikke hvilket type svar der 
ønskes.  
Giver sig god tid til at forstå problemet, 
og overvejer hvilke typer af svar der 
ønskes. 
Simplificering-
Strukturering 
Præmatematisering 
(Blum & Leiss, 2005) 
Har svært ved at strukturere problemet 
og simplificere det. Har ikke altid en idé 
om hvilke informationer der er 
nødvendige, tilstrækkelige og/eller 
overflødige. 
Har det svært ved en spørgende 
matematikundervisning (åbne 
matematikopgaver), da eleven er vant til 
at det er læreren der kommer med 
forklaringerne (opgaverne er 
stilladseret). 
Kan godt strukturere problemet og 
simplificere det. Har også en fornuftig idé 
om hvilke informationer der er 
nødvendige, tilstrækkelige og/eller 
overflødige. 
(Horisontal) 
Matematisering 
(Freudenthal, 1991) 
Eleven har problemer med symbol- og 
formalismekompetencen og det giver 
problemer i matematiseringsfasen. Vil 
gerne springe denne fase over, og gå i 
gang med problemløsning på en empirisk 
måde.  
Eleven har problemer med at 
matematisere. Mener matematik er en 
værktøjskasse og en samling af formler, 
så vil meget gerne have forudsætninger, 
antagelser og matematisk model givet, 
så han kan komme videre til næste fase. 
Matematisk 
problemløsning / 
vertikal 
matematisering 
(Freudenthal, 1991) 
Eleven har generelt kun instrumentel 
forståelse og ingen relationel forståelse 
indenfor de fleste matematiske emner. 
Eleven har en fornuftig instrumentel og 
relationel forståelse indenfor visse 
matematiske emner. 
Afmatematisering Det er ikke så vigtigt for eleven at 
afmatematisere. Man er ”færdig med 
opgaven”, når man er færdig med den 
vertikale matematisering. 
Eleven kan godt afmatematisere.  
Validering Eleven validerer ikke sit svar i forhold til 
forståelse af problemet. 
Eleven kan generelt godt validere sit svar 
i forhold til forståelse af problemet, men 
elevens andre snublesten, såsom 
problemer med registerskift (Duval, 
2006), gør nogle gange denne proces 
vanskelig.  
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Beliefs eleven har 
afkrydset i test 
(Grigutsch, 1998) 
(Shoenfeld, 1992) 
The Formalism-Aspect: Matematik er 
karakteriseret ved stringent og 
eksakthed, logisk tænkning og 
ræsonnementer (”beviser”). The Process-
Aspect: Matematik er beskrevet som en 
problemorienteret proces til at finde og 
forstå ideer og løsninger. The Shema-
Aspect: Matematik er en værktøjskasse 
og en samling af formler. Det at lave 
matematik er at lære regler, formler, 
fakta, procedurer osv., (Grigutsch, 1998) 
Almindelige elever kan ikke forventes at 
forstå matematik, de kan kun forventes 
at lære det udenad og så bruge det uden 
egentlig at forstå det (Shoenfeld, 1992) 
The Formalism-Aspect: Matematik er 
karakteriseret ved stringent og 
eksakthed, logisk tænkning og 
ræsonnementer (”beviser”). The Process-
Aspect: Matematik er beskrevet som en 
problemorienteret proces til at finde og 
forstå ideer og løsninger. The 
Application-Aspect: Matematik har en 
praktisk anvendelighed. The Shema-
Aspect: Matematik er en værktøjskasse 
og en samling af formler. Det at lave 
matematik er at lære regler, formler, 
fakta, procedurer osv. (Grigutsch, 1998). 
Konklusion Eleven har problemer med symbol- og 
formalisme kompetencen og det giver 
problemer i matematiseringsfasen. 
Eleven har problemer med både 
horisontal og vertikal matematisering 
(Freudenthal, 1991). Eleven mangler en 
strategi til løsning af 
modelleringsopgaver (Maass, 2006) 
hvilket giver ham store udfordringer ved 
løsning af denne type opgaver. 
Eleven har problemer med symbol- og 
formalismekompetencen og det giver 
problemer i matematiseringsfasen. 
HHX20 har problemer med registerskift 
(Duval, 2006). 
TABEL 11 - DIAGNOSTICERINGSSKEMA - HHX9 OG HHX20 
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Intervention og evaluering 
Det tredje trin i vejledningen er interventionen, hvor der tages hånd om elevens problemer. 
Efter diagnosticeringssessionen mente vi det var tydeligt, at eleverne manglede nogle værktøjer til at 
håndtere en kompleks modelleringsopgave. Eleverne manglede noget struktur at hænge deres matematiske 
viden op på, for at komme igennem processen på fornuftig vis. Det var vores opfattelse, at dette ikke 
udelukkende gjaldt de elever vi havde interviewet, og besluttede derfor at gennemføre en 
klasserumsintervention. I klasserumsinterventionen indgik en præsentation om modellering med 
efterfølgende gruppeopgave, og summativ elevevaluering i forhold til, hvilke af punkterne i 
modelleringscyklussen der var nemmest henholdsvis sværest. Vi vil først ganske kort gennemgå hvordan 
timerne blev tilrettelagt. Dette blev gjort ved hjælp af FIMME-modellen (Hobel, 2013, p. 402), se Tabel 12 
nedenfor. Derefter vil der blive gennemgået udpluk af interventionssessionen udført i Holbæk. En tilsvarende 
interventionssession er udført i Ishøj dog uden udført evaluering (af tidshenssyn). En direkte afrapportering 
af denne session er ikke medtaget, da observationerne ikke er væsentlig anderledes. 
Formål: Formålet med forløbet er, at få eleverne til at forstå at der er flere forskellige faser i 
modelleringscyklussen. 
Indhold: Det matematiske indhold er lineære funktioner samt simpel procentregning.  
Metode: Lærer gennemgang af PowerPoint, hvor eleverne har mulighed for at stille spørgsmål. 
herefter blev eleverne inddelt i grupper af 4. Eleverne HHX9 og HHX20 blev placeret i 
samme gruppe og sammen med HHX22 og HHX32. Eleverne fik udleveret en planche, som 
de kunne skrive på. 
Materiale: Power-point præsentation der viser modelleringscyklussens faser (kan ses i Bilag C1 side 
194) samt en åben modelleringsopgave, se Bilag C2 side 199. 
Evaluering: Som evaluering har vi valgt en summativ evaluering. Modelleringscyklussen var afbildet 
på tavlen, og eleverne fik hver udleveret en gul henholdsvis orange/lyserød post-it og 
skulle så sætte deres post-it på modelleringscyklussen. Den gule post-it ud for den del af 
modelleringscyklussen som de fandt ”lettest”, og den orange/lyserøde ud for den del som 
de havde ”sværest” ved. Dette er en simpel måde at evaluere på: Læreren får et hurtigt 
overblik over hvad eleverne finder lettest henholdsvist sværest, og eleven får et samlet 
overblik over hvordan man selv har stemt i forhold til resten af klassen.  
TABEL 12 - TILRETTELÆGGELSE AF INTERVENTIONEN UD FRA FIMME-MODELLEN 
 
Modellerings præsentation 
For at give eleverne et overblik over hvad det vil sige at modellere valgte vi at tage udgangspunkt i en af 
modelleringscyklus modellerne.  Et overblik over modellerne er gennemgået tidligere i afsnittet 
Modelleringscyklus side 118, og den vil ikke blive gentaget her. Den model vi har valgt at præsentere 
eleverne for, er modelleringscyklussen som fremlagt i (Ferri, 2006) og (Blum & Leiss, 2005). Første skridt i 
processen var at få oversat udtrykkende således det ville være nemmere for eleverne. På Figur 55 ses 
hvordan modellen kom til at se ud. 
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FIGUR 55 - SLIDE 5 FRA POWERPOINT 
Hvert af de 6 skridt øverst på Figur 55, blev gennemgået på en slide for sig selv. Derudover blev der i hver 
del-proces forklaret princippet i opdelingen og derudover blev det holdt op mod et eksempel, se nederst 
påFigur 55. Til eksemplerne havde vi valgt udpluk fra detektionstesten, da alle elever havde set den tidligere, 
og for at give eleverne en fornemmelse af progression i forløbet. For eksempel da matematiseringen blev 
forklaret, blev eksemplet med 6 elever pr lærer fremsat, hvorefter eleverne kunne komme med bud på hvad 
matematiseringen bestod i. Ved at gennemgå modelleringscyklussen inden eleverne selv skal løse en 
modelleringsopgave håber vi at imødekomme de fem kritiske aspekter, som (Galbraith & Stillman, 2006), se 
afsnittet Modelleringscyklus, peger på kan opstå ved overgangen fra et stadie til et andet i 
modelleringsopgaver. Om ikke andet er vi som lærere bevidste omkring de udfordringer opgaven kan give 
eleverne. Samtidig håber vi, at eleverne på denne måde kan opnå metakognition i forhold til modellering, da 
dette ifølge (Maass, 2006) er nødvendigt for at eleverne kan vælge en hensigtsmæssig strategi. 
Den fulde PowerPoint præsentation kan ses i Bilag C1 side 194. 
Modelleringsopgave 
Vi ville gerne have en modelleringsopgave som var til at håndtere for eleverne, samtidig med de kunne 
relatere til problemstillingen, uden at opgaven blev for låst i karakter. Vi valgte derfor at tage udgangspunkt i 
en gammel modelleringsopgave, som tog udgangspunkt i tyske billister der kørte til Luxemburg for at købe 
billig benzin. Den originale opgave er blandt andet beskrevet i (Blum & Leiss, 2005), men da vore elever ikke 
ligefrem kører til Luxemburg blev vi enige om at forsøge at ændre lidt i ordlyden på opgaven uden at ændre 
på kernen i problemet. Derfor besluttede vi os for at fastholde en optankningsopgave. Mange af vore elever 
har lige fået, eller er i gang med at få, kørekort og går derfor op i blandt andet prisen på at køre i bil, og 
opgaven kommer derfor til at foregå i en den af ”den virkelige verden” hvori de er forholdsvis godt kendt. På 
denne måde imødekommer vi (Lesh & Doerr, 2003)s personlige meningsfuldhedsprincip. Samtidig har vi 
forsøgt at give eleverne en opgave, som skal løses ved hjælp af modelleringskompetencen og ikke kun kan 
løses ved hjælp af problemløsningskompetencen, hvilket ifølge (Højgaard, 2010) ofte er tilfældet. Grundet 
opgavens generelle struktur, forsøger vi også at tage højde for at eleverne ikke har samme forudsætninger, 
både indenfor det matematiske, men også inden for deres viden uden for matematikken. Opgaven stiller 
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derfor ikke krav til at man er på et bestemt niveau for at kunne løse den, og der kræves ikke et svar af en hvis 
kompleksitet, og på denne måde imødekommes Vygotskys teorier (Vygotsky, 1978). 
Vi besluttede os for at holde problemet lokalt, og fandt derefter 2 tankstationer i nærheden af gymnasiet i 
Holbæk, og besluttede os for at rabatten kunne man måske få fordi man havde familie der arbejdede på den 
ene tank.  
Opgavens formulering ses herunder: 
 Peter bor i Holbæk (i nærheden af tankstationen INGO på L C Worsøesvej 1) og har lige anskaffet sig 
en Golf GTi. 
 Peter har en fætter, der arbejder på tankstationen OK i Gevninge (Hornsherredvej 3), hvor Peter kan 
tanke benzin til ”vennepris”, dvs. han får 10 % rabat. 
 Er det meningsfyldt for Peter at køre til Gevninge efter benzin? 
En anden ordlyd af opgaven kan ses i Bilag C1 side 194 i slutningen af Power Pointen, møntet mod de elever 
der blev undervist i Ishøj. 
Grund ideen med opgaven er at den er meget åben. Eleverne skal selv ind og tolke på hvad meningsfyldt 
betyder, og derfor hvilken type svar de ønsker. Derudover er der en masse konkrete problemstillinger at tage 
hensyn til, hvad er vigtigt? Tid, distance, pris, tankstørrelse, etc. Eleverne skal selv finde på relevante 
spørgsmål at stille sig selv for at kunne give et bud på en løsning. Samtidig skal eleverne, som blandt andet 
beskrevet i (Committee for Education of the EMS, 2012), tage stilling til, hvilken information der skal 
ignoreres og hvilken der er nødvendig for løsning af opgaven. 
Derudover mener vi, at vi tilfredsstiller op til flere af principperne fra (Lesh & Doerr, 2003), se oversigt i 
afsnittet Modelleringscyklus, idet opgaven kan give mening i forhold til deres eget liv. Problemet afhænger 
dog af en række faktorer der lægger op til nødvendigheden af en model. Derudover vil et fornuftigt svar 
afhænge af, at eleverne illustrerer hvad de har tænkt i forhold til mål og løsningsveje. Altså elevernes evne til 
at bevæge sig frem og tilbage mellem virkeligheden og den matematiske verden, som beskrevet i (Niss, et al., 
2007) . 
Derudover bryder opgaven lidt med den sædvanlige didaktiske kontrakt (Brousseau, 1997). Der er ikke et 
konkret svar på opgaven, noget nogle elever må forventes at have svært ved at håndtere. 
Og til sidst må den forventes at udfordre elevernes evner til at matematisere. Idét problemet ikke indeholder 
konkrete tal, må det forventes at eleverne vil have svært ved at vælge en passende model, eller omvendt 
have svært ved at få formuleret antagelser i en kendt model, medmindre de på forhånd får lavet en god reel 
model. 
Opgaven er desuden tillagt således, at eleverne kan arbejde med den uden brug af CAS værktøjer. Dette er et 
bevidst valg for at undgå den problematik som er beskrevet i It i matematik på side 123, samt for at forsøge 
at nødvendiggøre brug af begreberne inden for modellering, og ikke have en opgave der (delvist) kan 
besvares ud fra en CAS-instrumentel forståelse (Jankvist & Misfeldt, 2015), samtidig vil vi gerne undgå nogle 
af de problemer ved brug af CAS som beskrives af (Weigand, 2014). Dette bliver dog ikke italesat over for 
eleverne. Eleverne må godt bruge internettet til informationssøgning, og de må også gerne anvende IT til 
løsning af opgaven. 
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Interventions-session – udpluk og sammendrag 
Interventions sessionen blev afholdt i en HHX 2.g klasse, og strakte sig over 3 klokketimer, hvilket svare til 3 
moduler. Eleverne blev først præsenteret for modelleringscyklussen, og derefter introduceret til opgaven. 
Det vakte frustration blandt nogle elever, at de ikke bare skulle ”nøjes med” at løse modelleringsopgaven, 
men også skulle tage stilling til modelleringscyklussens 6 faser. ”Er det virkelig nødvendigt for at løse 
opgaven?” På trods af, at over halvdelen af eleverne i klassen har følgende Belief: ”Matematik er beskrevet 
som en problemorienteret proces til at finde og forstå ideer og løsninger.” se Figur 62.  
Herefter gik grupperne i gang, og under forløbet var der to lærere som observerede eleverne og sørgede for, 
at de kom hele modelleringscyklussen grundigt igennem. Lærernes observationer var, at grupperne kom 
fornuftigt i gang med forståelsen og struktureringen af opgaven. De fleste grupper måtte dog ofte vende 
tilbage til ”forudsætninger/antagelser” for at kunne ”besvare” opgaven. De kunne simpelthen se, at de 
manglede ”tal” for at kunne foretage beregninger. Flere grupper havde store problemer med 
matematiseringen. Blot det at vælge variable voldte store problemer, og det bemærkede de først i fasen 
hvor de skulle afmatematisere, idet de her selv blev i tvivl om hvad for eksempel ”x = 401” betød. En enkelt 
gruppe lavede ”det matematiske arbejde” før de for eksempel opskrev en matematisk model, selvom de 
eksplicit var blevet instrueret i at forsøge at starte med at konkretisere problemet. De var ikke i stand til at gå 
fra en formulering af problemet til en matematisk model. De er ikke i stand til at matematisere. 
Lidt over halvvejs i andet modul mente de fleste af grupperne, at de havde løst modelleringsopgaven. 
Eleverne blev nu bedt om at evaluere processen i forhold til modelleringscyklussen.  De blev bedt om at 
sætte en gul post-it ud for den del af modelleringscyklussen, som de fandt ”lettest” og en orange/lyserød ud 
for den del som de havde ”sværest” ved. 
Det ses på Figur 56, at størstedelen af eleverne har sværest ved matematiseringsfasen, og opfatter det at 
arbejde i ”den virkelige verden” som lettest. 
De to lærere der observerede grupperne er enige i elevernes selv-evaluering. De havde lettest ved at forstå 
problemet, diskutere hvilke type svar man kunne forvente samt at strukturere det. De fleste grupper vendte 
dog ofte tilbage til denne del af cyklussen, og i denne fase kunne de godt diskutere og argumentere for 
diverse forudsætninger/antagelser. Det var også lærernes fornemmelse, at de største problemer kom ved 
matematiseringen og også til dels afmatematiseringen. Da man kun må sætte én post-it for det der opleves 
sværest, har eleverne valgt matematiseringen. 
 
FIGUR 56 - ELEVERNES SELV-EVALUERING AF MODELLERINGSOPGAVEN 
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Det kan undre, at eleverne syntes at struktureringen af problemet er det nemmeste, idet mange grupper 
ikke var særligt grundige i denne fase, se for eksempel planche på Figur 57. At eleverne syntes 
matematiseringen var sværest kommer ikke som den store overraskelse, men det kan overraske, at eleverne 
ikke virker til at reflektere over hvorfor det er svært, og at deres manglende forarbejde faktisk gør det yderst 
vanskeligt at komme matematik ned over en ustruktureret problemstilling. 
Det var lærernes observation, at flere havde lige så svært, hvis ikke sværere, ved at afmatematisere som at 
matematisere, og denne selv-evaluering skal måske mere opfattes som et udtryk for elevernes Beliefs 
snarere end et egentligt billede af hvad der gik godt og skidt. 
Afslutningsvis skulle hver gruppe fremlægge deres opgave for klassen. Det vakte frustration blandt flere 
elever, at de ikke kom frem til det samme resultat. 
 
FIGUR 57 - EKSEMPEL PÅ PLANCHE  
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Gruppen med HHX9 og HHX20 startede fint i den første fase, men så sprang de matematiseringsfasen over, 
og gik direkte til det matematiske arbejde. De brugte samme fremgangsmåde som ved gruppesessionen. Der 
er ikke i mellemtiden fra lærernes side gjort et forsøg på at korrigere deres modellering. Det eneste er, at de 
denne gang er blevet præsenteret for modelleringscyklussens 6 faser.  
HHX9 og HHX20 kunne godt genkende opgaven, men som observatør kunne man ikke helt se, at de havde 
arbejdet med en identisk opgave tidligere. Dog kom de hurtigt i gang med de to første faser ”fra 
virkeligheden”. De gjorde sig dog ikke videre tanker om at opstille forskellige forudsætninger. Herefter gik de 
over til ”den matematiske verden” og direkte i gang med det matematiske arbejde. De bevægede sig ikke 
frem og tilbage mellem virkeligheden og den matematiske verden. De var meget fokuseret på at lave det 
matematiske arbejde. Hvis man skal se en forbedring hos HHX9 og HHX20 så skal de se 
modelleringscyklussen en del gange. De havde svært ved at overskue hvornår de var i hvilken fase.   
Generelt arbejdede eleverne godt med opgaven, men det er tydeligt at de har problemer med at følge en 
fast rækkefølge i modelleringscyklussen. Dette kan skyldes at de går i stå allerede i matematiseringen. Vi kan 
ikke udelukke at de går i stå på grund af manglende symbol- og formalismekompetence. 
Afsluttende test 
I et forsøg på at afgøre om en bevidsthedsgørelse i forhold til modelleringscyklussen, har hjulpet eleverne, 
har vi valgt at lave en mindre afsluttende test: Denne test gav vi til HHX klassens elever. I testen indgår de 15 
spørgsmål omkring symbol- og formalismekompetencen taget fra delrapport 1, Detektionstest – udførelse og 
resultater side 31, samt de 4 yderligere spørgsmål omhandlende talforståelse fra Afsluttende test og 
evaluering side 59. Derudover indgår spørgsmålet omkring bankerne Tæsk og Bank, samt spørgsmålet om 
Pizza størrelse, fra detektionstesten omkring modellering. Dette var nemlig to af de spørgsmål eleverne 
havde svært ved. Vi har valgt kun at have to spørgsmål, for at have en indikation af hvorvidt interveneringen 
har hjulpet. Vi vurderer ikke, at det vil give en bedre indikation at inkludere flere spørgsmål. Til sidst kunne 
eleverne vælge mellem en række matematik Beliefs fra (Grigutsch, 1998) og (Shoenfeld, 1992). 
Alle eleverne fra 2 års HHX klassen har allerede deltaget i et forløb med fokus på symbol- og formalisme-
kompetencen. I dette forløb var en del fremgang at spore, se Afsluttende test og evaluering side 59. Derfor 
mener vi det er interessant, at se hvordan elever vil klare testen i dag. Hvorvidt det korte forløb med 
modellering har rykket noget, eller om det er den generelle undervisning der har en indflydelse kan 
selvfølgelig være svært at måle. 
Testen har eleverne fået, online på Google Formulars, og kan ses på (Gjerlufsen & Hansen, 2015). 
I det følgende sammenligner vi kun de 16 elever fra HHX klassen der har deltaget i følgende tre test, den 
indledende test i Detektionstest – udførelse og resultater side 31, testen eleverne fik efter interventionen i 
Afsluttende test og evaluering side 59, og den test eleverne nu har fået. 
De første 4 spørgsmål i talforståelse er stillet efter interventionen i delrapport 1. De er blandt andet 
udarbejdet med inspiration hos (Markovits & Sowder, 1991). De 4 spørgsmål er: 
1. Er ¼ og 0,4 det samme eller er de forskellige? 
2. Er 1,6 og 1/6 ens eller er de forskellige 
3. Orden de fire tal fra størst til mindst: 0,48 
5
8
 
14
13
 0,99 
4. Hvad giver 5 +
1
2
+ 0,5=? 
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De første tre spørgsmål kunne eleverne svare på i et tekstfelt. I det sidste spørgsmål skulle eleverne vælge 
mellem svarmulighederne på Figur 58. 
 
FIGUR 58 - SVAR MULIGHEDER TIL SPØRGSMÅL 4 I AFSLUTTENDE TEST 
Alle eleverne klarede spørgsmål 1 korrekt begge gange.  
Blandt de 16 elever var der to af disse, som svarede forkert på spørgsmål 2, se side 31. HHX20 svarede 
korrekt første gang, men uden en begrundelse, HHX20 er nu kommet i tvivl og svarer ” Jeg vil gætte på nej, 
da 1,6*6=9,6 og 1/6=0,167 ca.”. HHX9 svarer korrekt begge gange, i den sidste test, er svaret begrundet. 
Der var 11 af de 16 elever der kunne svare rigtigt på spørgsmål 3, se side 31. Dette var steget til 14 elever 
denne gang. HHX9 har svaret forkert i begge test. Der er alligevel sket en forbedring, for første gang svarer 
HHX9 bare ”
14
13
” denne gang har han opsat tallene i rækkefølge, men han ordner dem bare fra mindst til 
størst. HHX9 opdager ikke, at der er sket et brud på den didaktiske kontrakt (Brousseau, 1997), idet eleverne 
er blevet bedt om at ordne tallene med det største først. HHX20 svarede korrekt begge gange. 
Sidst var der én elev (HHX10) der svarede ” Det kan ikke lade sig gøre” til spørgsmål 4, men denne gang har 
alle svaret rigtigt.  
 
FIGUR 59 - AFSLUTTENDE TEST OMKRING SYMBOL- OG FORMALISMEKOMPETENCE 
På Figur 59 ses resultatet af spørgsmålene omhandlende symbol- og formalismekompetencen. Sidst eleverne 
tog testen var i november 2015, dvs. et år før den nuværende test. Som det ses af figuren har hovedparten af 
  147/204 
 
eleverne forbedret sig, blandt andre HHX9 som har deltaget aktivt i alle 3 forløb har forbedret sig i høj grad. 
At hovedparten af eleverne er bedre her et år senere, er måske forventeligt. Blandt de 16 elever er det 
HHX26 der klarer testen dårligst, han var i Resultat af diagnosticeringen side 51 udpeget som en fagligt svag 
elev, men eleven valgte at afstå tilbuddet om at deltage i dette vejledningsforløb. Betyder det at 
hovedparten af eleverne er ”kurerede” og ikke længere har problemer med denne kompetence? Næppe, 
men det giver en forhåbning til os som kommende matematikvejledere, at det med de rigtige værktøjer er 
muligt at gribe ind og hjælpe selv elever der har det fagligt særligt vanskeligt. 
Ser man specifikt på HHX9 og HHX20 kan man i Tabel 13, se hvordan de har klaret de tre test. 
 HHX9 HHX20 
  Sept. 14 Nov. 14 Nov. 15 Sept. 14 Nov. 14 Nov. 15 
Hvad er 0 + 𝑥?   x x x x 
Hvad er 𝑥 − 𝑥? x x x x x x 
Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? x  x x x x 
Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?      x 
Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? x   x x  
Hvis P er…: 6 · 𝑃 = 𝑆?   x  x x 
Hvornår er de to udtryk 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 og 
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 lig hinanden? 
      
Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5  x x x x x x 
Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64 x x x x x x 
Løs ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15   x x x x 
Er x=10 en løsning til 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15?  x x x x x 
Opskriv 
1/2
1/4
 og 
2,1
4,1
 som sædvanlige brøker       
Er 
𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? x x x  x x 
Hvad er 
𝑎·(−1)
𝑏·(−1)
?   x    
Hvad er 
3𝑥−1
−3𝑥+1
?       
Antal rigtige i symbol og formalisme 6 5 10 8 10 10 
TABEL 13 - HHX9 OG HHX20 FØR OG EFTER INTERVENTION I DEL 1, OG EFTER INTERVENTION I DEL 3 
HHX9 har i høj grad forbedret sig fra første til sidste test. Til spørgsmålet ”Hvad er 
𝑎5
𝑎5
?” har HHX9 denne gang 
svaret ” a - 1”. Hvad eleven præcis mener med det, har vi ikke kunnet gennemskue. HHX9 har denne gang 
godt kunne svare rigtigt på spørgsmålet om professorerne.  
HHX20 har de to første gange svaret korrekt på spørgsmålet ”Hvad er 
𝑎5
𝑎5
?” denne gang svarer HHX9 ”𝑎”. Den 
viden HHX20 har om potenser og division er tilsyneladende ikke reificeret (Sfard, 1991).  Hverken HHX9 og 
HHX20 kan svare på spørgsmålet omkring de sædvanlige brøker. Dette begreb er ikke blevet italesat siden 
efteråret 2014. Begge kan omskrive den første brøk, de forsøger dog ikke med den anden brøk. 
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FIGUR 60 - RESULTATER AF TEST OMHANDLENDE MODELLERINGSSPØRGSMÅL 
På Figur 60 ses resultatet af de to modelleringsspørgsmål før og efter intervenering. I spørgsmålet om 
bankerne, har væsentlig flere af eleverne fået svaret rigtigt, andelen af elever der har noget rigtigt er ca. det 
samme, mens andelen af elever der har spørgsmålet forkert er faldet. I spørgsmålet omkring pizzaen er 
faldet i antal forkerte ikke særligt stort. Til gengæld er der ingen elever der kun har spørgsmålet delvist rigtig, 
man må antage at alle ”tvivlerne” er blevet mere sikre på hvordan man svarer på spørgsmålet.  
Den umiddelbare indikation er, at eleverne har flyttet sig noget ved interveneringen, også selvom de udviste 
modstand overfor den nye måde at se verden på. Idet modelleringsopgaver oftest er en type opgaver, hvor 
elevernes indbyrdes forhold særligt kommer i spil, kan man måske forsigtigt konkludere at de socio-
matematiske normer i klassen har flyttet sig i forhold til hvordan man takler modelleringsopgaver, og at 
elevernes forståelse for hvad modellering faktisk er blevet bedre. 
Eleverne blev også præsenteret for en række Beliefs, se Figur 61. De fem første Beliefs er fra (Grigutsch, 
1998), de sidste tre er fra (Shoenfeld, 1992). 
 
FIGUR 61 - MATEMATIK BELIEFS (GRIGUTSCH, 1998) OG (SHOENFELD, 1992) 
Elevernes svar fordelte sig som vist på Figur 62. Eleverne havde mulighed for at afkrydse flere Beliefs, stort 
set alle elever har gjort dette, selvom de ikke specifikt er blevet instrueret i at dette var en mulighed. 
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FIGUR 62 - HHX ELEVERNES MATEMATIK BELIEFS 
Ingen af eleverne har det Belief ”Der er kun en rigtig måde at løse et problem på – oftest det som læreren 
sidst har demonstreret for klassen” efter klasserumsinterventionen. Dette er ikke underligt, fordi de her 
netop fik demonstreret at man kan løse et problem på andre måder end lærerens måde. 
At ingen af eleverne har Belief ” Matematik er ikke en værktøjskasse eller en samling af formler, som man 
selv kan udlede og forstå. Eksamen er vigtig. Kun det man bliver testet i til eksamen er værd at vide. Det er for 
eksempel vigtigt, at man kan udføre rutiner, selv om man ikke forstår dem.” kan man håbe skyldes at der ikke 
bliver lagt fokus på eksamen i den daglige undervisning. Vi har en formodning om at flere af eleverne mente 
” Matematiske problemer har kun et rigtigt svar” før klasserumsinterventionen, her blev det tydeligt for de 
fleste elever at matematiske problemer kan have flere rigtige svar. 
(Grigutsch, 1998) fandt frem til, at eleverne i 12. klasse, har det Belief ”Matematik er karakteriseret ved 
stringent og eksakthed, logisk tænkning og ræsonnementer (”beviser”).” The Formalism-Aspect. Dette Belief 
er også det dominerede blandt vore elever på tilsvarende klassetrin. Dette kan dog undre lidt, idet mange af 
eleverne, særligt i modelleringssituationen, netop ikke er stringente og eksakte i deres strukturering af 
problemet. 
Forløbsevaluering 
I løbet af diagnosticering og intervenering har vi som kommende matematikvejledere lært en del. Ud fra 
detektionstesten klarede eleverne sig egentlig ganske fornuftigt, og ikke meget anderledes end forventet. 
Men når eleverne i praksis skulle forsøge sig med en mere kompleks modelleringsopgave der kommer rundt i 
mange af faserne af modelleringscyklussen, så gik det ikke længere helt så godt. Eleverne har simpelthen 
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svært ved at arbejde med modelleringscyklussen(se Figur 55), når flere af faserne ikke er ”givet på forhånd”. 
En del af forklaringen kan selvfølgelig være øvelse, noget vi som lærere måske kunne være bedre til at få 
plads til i hverdagen. Derudover bryder en større modelleringsopgave også med den almindelige opgave 
praksis, man er ikke nødvendigvis færdig første gang man kommer igennem opgaven, og der er ikke et fast 
svar man kan sige ja eller nej til. 
Under interveneringen observerede vi at selvom vi som vejledere udtrykkeligt havde bedt om, at eleverne 
skulle forsøge at udfylde modelleringscyklussen løbende, så var de fleste af eleverne mere opsat på at få et 
”svar” eller lave noget ”matematik”.  Eleverne har en idé om, at de er udmærkede til de første to skridt, eller 
måske har eleverne en opfattelse af, at de ikke er så vigtige. Eleverne får ikke lavet en grundig for-analyse, 
hvilket kan være en del af grunden til de har svært ved matematiseringen. Et problem vi mente vi var 
forberedte på, men åbenbart ikke helt kunne overskue konsekvensen af, man kan måske sige vi ikke har 
opfyldt de 5 krav fremsat af (Galbraith & Stillman, 2006), lige så tilfredsstillende som forventet. 
Alternativt, kan den meget åbne opgavetype, og det bevidste fravalg af CAS, måske have gjort opgaven for 
uoverskuelig for nogle af eleverne. 
En ting er sikkert. Vi er som vejledere blevet mere bevidste omkring de snublesten der kan være omkring 
hele modelleringsprocessen, eftersom vi har observeret problemer med registerskift (Duval, 2006), 
matematisering (Freudenthal, 1991), symbol- og formalismekompetencen i form af at begreberne ikke er 
reificeret (Sfard, 1991), der hver for sig eller tilsammen har vanskeliggjort i særdeleshed (af)matematisering 
og validering for eleverne. 
Tager man udgangspunkt i (Pirie & Kieren, 1994), og det faktum at eleverne ikke har den store træning i at 
modellere, kan man måske også betragte deres problemer på en lidt anden måde. Idet eleverne er uvante 
med modelleringen, folder de tilbage til et lavere forståelsesniveau, hvilket måske kan være med til at 
forklare at også dygtige elever har tendens til at ty til simpel matematik når modellering kommer på banen. 
Om ikke andet kunne det være interessant at undersøge om en længere varende træning, kun i modellering, 
ville fremme den matematik eleverne bruger. 
Vi kunne som vejleder godt tænke os at forsøge med et lignende interventionsforløb, men udvidet, hvor 
eleverne kun får lov til at arbejde med et skridt i modelleringsprocessen ad gangen, og efter hvert skridt, skal 
der så være en fælles opsamling, hvor der evalueres. Således bliver det muligt at se hvorvidt eleverne bedre 
kan komme igennem f.eks. matematiseringen hvis problemet bliver taklet mere grundig fra start, altså endnu 
mere bevidsthed omkring de 5 krav fra (Galbraith & Stillman, 2006).  
Det har dog ikke været muligt for os at afprøve dette, så effektiviteten af et sådan forløb må endnu, stå hen i 
det uvisse.  
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Konklusion 
Ud fra den indledende diagnostiske test, kunne vi observere at eleverne havde svært ved en større andel af 
spørgsmålene. Dog var der ikke for os en tydelig del af modelleringskompetencerne eleverne havde svært 
ved. Vi havde dog på baggrund af tidligere observationer, se Resultat af diagnosticeringen side 51, og 
svarenes karakter, en idé om at en andel af eleverne havde svært ved symbol- og formalismekompetencen, 
der igen så gav vanskeligheder ved modelleringen. 
Efter de første elevinterviews og en mindre diagnosticeringssession, blev det klart for os at vores 
formodninger så ud til at være korrekte, men at der også var andre snublesten, såsom evnen til at udføre 
registerskift. 
Da det var vores formodning af de diagnosticerede elever ikke var ene om at have disse problemer, blev vi 
enige om at udføre en klasserums intervention, hvor vi ville forsøge at gøre eleverne bevidste omkring de 
processer der er nødvendige for en fornuftig modellering, samt gøre eleverne klar over overlappet mellem 
modelleringskompetencen og de andre kompetencer de skal beherske. 
Under interventionsforløbet kom det dog som lidt af en overraskelse at eleverne viste modstand overfor 
processen, som om de ikke kunne forstå at det var nødvendigt at skulle flere processer igennem bare for at 
løse en opgave. 
På trods af modstanden fra elevernes side viste en afsluttende test, gode tendenser i forhold til elevernes 
formåen, og det er også vejledernes observation at eleverne har en tendens til at tænke lidt mere over nogle 
af de processer de før ignorerede. Der er dog stadig lang vej igen, før eleverne bliver komfortable med 
modellering, og interventionen skal ikke ses som en udelukkende succes, snarere en proces hvor både elever 
og vejledere blev klogere både på hinanden, og på de udfordringer en modelleringsopgave kan give.  
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Appendiks: Litteraturstudie A 
Images and Definitions for the Concept of Function (Dreyfus & Vinner, 1989) 
(Dreyfus & Vinner, 1989) har undersøgt en gruppe studerende og underviseres forståelse af 
funktionsbegrebet. 
Forfatterne definerer funktioner vha. Dirichlet-Boubaki definitionen, at sammenhængen mellem to ikke 
tomme sæt, at der til ethvert element i det første sæt svare nøjagtigt et element i det andet sæt. 
Eleverne vil ofte definere funktioner ved hjælp af Dirichlet-Boubaki definitionen, men når de skal arbejde 
med at identificerer funktioner vil de bruge formel konceptet. Dette opstår, når en elev har to forskellige, 
potentielt modstridende forestillinger i hans eller hendes kognitive struktur.  
(Dreyfus & Vinner, 1989) mener, at man ikke nødvendigvis skal introducere Dirichlet-Boubaki definitionen, 
på klassetrin, hvor den ikke er nødvendig for forståelse af funktioner. Funktionsbegrebet er et kompleks 
begreb, der kræver mange trin i tilegnelsen, før det er fuldstændig tillært. 
Teaching mathematical concepts: Instruction for abstraction (Mitchelmore & White, 2004) 
(Mitchelmore & White, 2004) skriver at erfaringsmæssig abstraktion, er når en elev genkender 
underliggende mønstre mellem overfladisk forskellige erfaringer. Som resultat bliver der dannet et nyt 
mentalt objekt, nemlig et begreb. Begrebet bliver konkretiseret. Processen er irreversibel, dvs. det er meget 
svært at finde ud af præcis hvad der gjorde at eleven faktisk lærte denne abstraktion. 
Der gives et eksempel med at tælle, når man først har lært begrebet tal, behøver man ikke længere fysiske 
objekter til at repræsentere et antal, men man kan tælle med ting der “ikke eksisterer”. 
Tal, cirkel, vinkel og areal er nogle fundamentale matematiske begreber, der alle bliver indlært ved hjælp af 
erfaringsmæssig abstraktion.  
Mitchelmore og Whites (Mitchelmore & White, 2004) første pointe er, at alle fundamentale matematiske 
begreber er oprindelig lært gennem erfaringsmæssig abstraktion. 
De skriver at elevernes formelle idé om matematik groft kan inddeles i to grupper: 
En generel abstrakt idé er baseret på et kendt erfaringsmæssigt begreb. Herved formaliseres det generelle 
mønster eller sammenhæng, der er indeholdt i dette begreb. Relationen til et erfaringsmæssigt begreb giver 
et abstrakt matematisk begreb mening og viser, der er et formål med at udvikle procedurer for at kunne 
manipulere det. 
En adskilt abstrakt idé er ikke baseret på et erfaringsmæssigt begreb, men bliver kun defineret i relation til 
andre formelle begreber. Hvis disse andre begreber i sig selv ikke giver mening eller har et formål, vil det nye 
begreb heller ikke give mening eller have et formål. 
Mange elever har kun en adskilt abstrakt forståelse af grundlæggende matematiske begreber. 
Mitchelmore og Whites anden pointe er, at al simpel grundlæggende matematisk læring skal bygges ovenpå 
et fast fundament af erfaringsmæssige begreber. 
For at lære matematik skal man gennem fire trin: 
Begrebet skal gøres velkendt. Et begreb bliver velkendt for elever, ved at se det i forskellige relevante 
sammenhænge, for at begrebet kan blive udledt/udforsket inden man lærer om selve begrebet. 
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Genkendelse. Der bliver undervist i begrebet ved direkte at påpege ligheder mellem velkendte eksempler på 
begrebet og allerede velkendt matematik.  
Tingsliggørelse. Eleven undersøger detaljeret begrebet og det bliver i højere og højere grad et begreb 
uafhængigt af den specifikke sammenhæng. 
Anvendelse. Eleverne bruger det de har lært til at løse gamle og nye opgaver, og får derved en forståelse for 
at nye metoder kan være mere effektive, men opnår også en dybere abstraktion for hvad begreberne 
egentlig dækker over. 
De konkluderer, at matematikundervisningen bør lægge mere vægt på erfaringsmæssig abstraktion. 
De erkender, at dette ikke er den eneste måde, hvorpå elever lærer matematik. Erfaringsmæssig abstraktion 
kommer kun i spil ved fundamentale begreber. Mere abstrakte begreber bliver indlært ved en proces man 
kan kalde matematisk abstraktion. 
Litteratur ang. talbegreb 
Irrational numbers: The gap between formal and intuitive knowledge (Sirotic & Zazkis, 2007) og 
The concept of irrational numbers in high-school students and prospective teachers (Fischbein, et 
al., 1995) 
I både (Sirotic & Zazkis, 2007) og (Fischbein, et al., 1995) bliver der taget udgangspunkt i rationelle og 
irrationelle tal. Begge rapporter bruger tests af studiegrupper til at belyse hvordan vores intuition er i forhold 
til irrationelle tal. I (Fischbein, et al., 1995) bliver der taget udgangspunkt i en hypotese om at forståelsen af 
irrationelle tal møder stor modstand på grund af a) det er uintuitivt at man kan have to størrelser der ikke 
har en fælles faktor, og b) at tætheden af de rationelle tal ikke er nok til at dække alle tallene i et interval, da 
de fleste har en (korrekt) opfattelse af at der er uendelig mange af dem. 
Efter grunding undersøgelse konkluderer (Fischbein, et al., 1995) dog at der ikke ser ud til at være et 
decideret naturligt intuitivt bias der gør det svært at forstå de irrationelle tal. F.eks. kræver det en hvis 
mængde (matematisk) intellekt at forstå at der er uendelig mange rationelle tal, og det er først efter denne 
viden er opnået at der opstår et intuitivt problem med om der kan være flere sæt af uendelige tal i et 
interval. 
På baggrund af blandt andet undersøgelserne i (Fischbein, et al., 1995), tager (Sirotic & Zazkis, 2007) også 
udgangspunkt i irrationelle tal. De forsøger at beskrive det ”gab” der er mellem formel og intuitiv viden 
indenfor irrationelle tal. De støder dog ligesom (Fischbein, et al., 1995) ind i problemer når det kommer til 
test af studiegrupperne. Selvom de interviewede ”forsøgspersoner” er veluddannede inden for matematik, 
har de overordentligt store problemer når det kommer til at svare på spørgsmålene omhandlende 
irrationelle tal.  
Ligesom (Fischbein, et al., 1995) får de også konkluderet, at de adspurgtes personers intuitive svar afhænger 
i høj grad af deres generelle formelle forståelse af matematikken. Og at problemerne med de irrationelle tal 
oftere stammer fra andre årsager, såsom at irrationelle tal bliver betragtet som processor snarere end 
objekter som beskrevet i (Sfard, 1991), samt at de fleste foretrækker en decimal betragtning af irrationelle 
tal frem for en symbolbetragtning, også selvom symbolbetragtningen oftere er væsentlig mere relevant (i 
forhold til de stillede spørgsmål).  
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På baggrund af deres undersøgelser mener (Sirotic & Zazkis, 2007) at det ville være givtigt for talforståelsen 
hvis både elever, og i særdeleshed lærere får et væsentlig bedre begrebsbillede af irrationelle tal, da de 
mener at det er en vigtig fundamental viden i forhold til hele talforståelsen. 
Students’ Understanding of the Relationship between Fractions and Decimals (Markovits & 
Sowder, 1991) 
(Markovits & Sowder, 1991) omhandler en mere basal talforståelse, navnligt sammenhængen mellem brøker 
og decimaltal, samt hvordan studerende kan forholde sig til sammenhængen. Baggrunden for undersøgelsen 
stammer fra det amerikanske undervisningssystem hvor tekstbøger primært fokuserede på emnerne brøker 
og decimal tal hvert for sig.  
I (Markovits & Sowder, 1991) bliver det foreslået at der er tre grader af forståelse når det handler om 
sammenhængen mellem brøker og decimaler.  Den første grad af basal forståelse hvor eleven ved at 
decimaler og brøker kan opstå i sammenhæng, men ikke nødvendigvis ved hvordan man behandler 
situationen. Den anden grad af forståelse hvor eleven ved at man kan lave f.eks. ½ om til 0,5 og tilbage igen 
inden for problemløsning. Og den tredje grad af forståelse hvor eleven selv vælger den mest effektive måde 
at repræsentere et tal på i den givne situation. 
I en undersøgelse hvor de tog fat i 20 6.klasse (amerikanske) elever, udsatte de eleverne for en mindre test, 
så et undervisningsforløb hvor der kun var meget lidt fokus på sammenhængen mellem brøker og 
decimaltal, og derefter en afsluttende test. Resultaterne viste at opdelt undervisning alene ikke gav den 
store forståelse for sammenhæng, men bare en lille smule fokus virkede til at gøre en stor forskel på 
eleverne. 
En enkelt ting undrer dog, nemlig at visse elever viste en smule forståelse på det andet niveau uden at vise 
en egentlig forståelse på det første niveau, (Markovits & Sowder, 1991) har dog nævnt at dette kan skyldes 
en rent instrumentel tilgang til problemløsningen. Endvidere ville de gerne undersøge et specifikt problem 
nærmere, nemlig at en elev var i stand til at farve ½ af 12 æbler, men ikke 0,5 af de samme æbler, også 
selvom eleven udtalte at ½ var det samme som 0,5. 
Litteratur ang. algebra og ligningsløsning 
Solving Equations: the Transition from Arithmetic to Algebra (Filloy & Rojano, 1989) 
Den første artikel af Filloy og Rojano (Filloy & Rojano, 1989) handler om deres studie af 12-13 årige børn i 
den analyse som de kalder ”Operating on the unknown”. Formålet med denne undersøgelse er at studere 
overgangen fra aritmetisk forståelse til algebraisk tankegang. De vil vise at agere med det ukendte som en 
handling, er nødvendigt for at kunne løse førstegradsligninger med mindst to forekomster af ukendte. 
Problemet i dag er, ifølge Filloy og Rojano, at mange børn lærer at løse ligninger ved simpelthen bare at 
prøve sig frem, hvilket risikerer at ødelægge hele processen med at lære børn algebra.  
Filloy og Rojano tester to forskellige modeller til at lære børn på 12-13 år forståelsen af hvordan en ligning 
løses. Ved at lære de studerende disse modeller må Filloy og Rojano også tage stilling til visse forskellige 
didaktiske standpunkter. På den ene side bliver der foreslået at begrunde modellerne i noget som allerede er 
kendt af de studerende, for at gøre det mere nærværende. På den anden side, af den didaktiske diskussion 
er, at lære teorien på et syntaktisk niveau først hvorefter de bliver brugt til løsning af ligninger. Filloy og 
Rojano vælger den først nævnte på trods af at det gør processen mere individuel. Gennem læringen og 
testningen af de to modeller, den geometriske model, se Figur 63 og balance modellen, se Figur 64 
observerer de en række ting.  
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FIGUR 63 - GEOMETRISK MODEL, (FILLOY & ROJANO, 1989, P. 3)  
 
FIGUR 64 - BALANCE MODEL, (FILLOY & ROJANO, 1989, P. 3) 
Filloy og Rojano observerer syv resultater igennem en analyse af generelle mønstre. De kommenterer at 
denne analyse har ignoreret de individuelle forskelle mellem børnerene. Disse forskelle er interessante i 
diskussionen mellem semantik og syntax hvor de har fundet at individuelle studerende foretrækker særlige 
løsningsmetoder. Til denne diskussion fandt de en række interessante ting som fx:  
(1)”Den Spontane udvikling af brugen af konkrete modeller for at operere på det ukendte i en ligning er ikke 
lige mellem individer” ( (Filloy & Rojano, 1989) s. 5) 
(2) ”Der findes hindringer for anvendelse af modeller som ikke afhænger af den særlige model, der 
anvendes, eller på den studerendes personlige præferencer”( (Filloy & Rojano, 1989) s. 5) 
Slutteligt konkluderes der, at baseret på deres empiriske resultater, at læring og korrektion af syntaktiske 
algebraiske fejl og de problemer som opstår når vanskelige ligninger løses, ikke kan overlades til den 
spontane løsning af eleverne på bagrund af deres oprindelige algebraiske forståelse, men at modeller er 
nødvendige for at skabe et konsekvent resultat.  
Cognitive Processes involved in solving simple algebraic equations (Davis, 1975) 
Denne tekst handler om et 15 minutters langt interview af eleven Henry i ottende klasse. Davis skriver meget 
hurtigt at denne tekst omhandler forskellen mellem hvad der er kognitivt nødvendigt og hvad der er 
matematisk nødvendigt for at løse ligningen 
3
𝑥
=
6
3𝑥+1
. Henry er blevet lært at løse ligningen gennem en mere 
løs tilgang. Læreren havde valgt ikke at gennemgå slavisk løsning af ligninger, da han frygtede at eleverne 
skulle blive umotiverede. Derfor har Henry ikke haft ligeså meget eksponering som normale elever, men han 
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har mestret, rent matematisk, de nødvendige teknikker og værktøjer. Læreren har i dette tilfælde prøvet en 
heuristisk tilgang som Davis præsenterer som: ”What to do when you don’t know what to do” (Davis 1975 s. 
5). Elevernes modtagelse af denne tilgang har dog været skuffende, da de synes at foretrække at blive fortalt 
præcist hvad de skal gøre. Dog fortsættes denne tilgang, da det er lærerens overbevisning at den eneste 
matematiske tilgang der er værd at lære, er baseret på effektiv heuristisk problemanalyse. Et problem med 
denne metode bliver observeret under interviewet med Henry da han begynder at løse ligningen med at få 
alle x’erne på den ene side af lighedstegnet uden at forstå hvorfor. Dette er grundet i matematik hjælpen 
hjemmefra, der ofte giver ad hoc råd i stedet for indsigt.  
En anden vigtig indsigt som Davis gør sig, er at den kognitive udvikling af lighedstegnet fra mindre til større 
klasser. Først er lighedstegnet ikke symmetrisk, men en del af spørgsmålet. Dette udvikler sig i de større 
klasser til at lighedstegnet bliver en del af en symmetrisk proces.      
Davis kan fra dette interview konkludere, at de matematiske forudsætninger og kognitive forudsætninger 
ligger ret langt fra hinanden når nye matematiske emner skal læres. Det betyder, at den på trods af at den 
studerende ved noget matematisk som definitioner eller aksiomer, er det forskelligt fra, hvad eleven forstår 
generelt, og det er nødvendigt hvis man vil have eleverne til effektivt at behandle materialet at lære dem 
nogle kognitive værktøjer. Dette kunne for eksempel være den heuristiske tankegang som lærer eleverne 
nogle generelle regler, så de ved hvad de skal gøre, når de bliver præsenteret for et nyt problem. 
The Balance Model: Hindrance or support for the solving of linear equations with one unknown 
(Vlassis, 2002) 
Vlassis undersøger brugen af konkrete modeller til at undervise elever i at løse ligninger. Dette gøres ved 
hjælp af to klasser som skal undervises i brugen af balance model som vist ved Figur 64. De opstiller de 
samme ligninger som Filloy og Rojano for derved at kunne lave en empirisk undersøgelse af de problemer, 
som splitter forskerne på spørgsmålet om, hvorvidt disse modeller er et effektivt læringsværktøj. Under en 
analyse af elevernes ræsonnement, mens disse løste de forskellige ligninger, kunne man især se at når disse 
indeholder negativ tal forekommer der mange fejl. Disse vanskeligheder blev undersøgt igen otte måneder 
senere under interviews med fem studerende som havde deltaget i projektet.  
Det er på denne baggrund at Vlassis, og med baggrund i den empiriske analyse, konkluderer at modeller er et 
brugbart værktøj, især balance modellen. Deres undersøgelse viste balance modellen var særligt egnet,  fordi 
den danner et klart billede over hvordan man løser en ligning, da denne model skaber klare paralleller 
mellem selve ligningen og de matematiske begreber som skal bruges. Dette skaber et mentalt billede for 
eleverne, som de kan genkalde når lignende ligninger skal løses senere.  
Litteratur ang. funktionsbegreb, grænseværdibegreb, differentialkvotient, mm 
The transition to advanced mathematical thinking: Functions, Limits, Infinity, and Proof (Tall, 
1992) 
I denne tekst kigger David Tall på resultaterne fra forskellige research omkring konceptualisering af flere 
avancerede matematiske emner: Funktioner, Grænser, uendelighed og processen omkring et matematisk 
bevis. Denne research kigger især på universitetsniveauet for disse koncepter.  
Først kigger Tall kort på udviklingen af matematik for at give læseren den kontekst som behøves for at kunne 
forstå, at matematiske koncepter aldrig ligger helt fast, og at de stadig udvikler sig den dag i dag. Her nævnes 
også at Tall selv har svært ved at bestemme sig for definitionen af visse koncepter som fx omkring implicitte 
funktioner.  
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At få definitionen af koncepter på plads tidligt er vigtigt for Tall, for overgangen til avanceret matematisk 
tankegang er baseret på de koncepter som eleverne har fra tidligere erfaringer. Disse forudindtagne 
erfaringer interagerer med nye ideer og deduktioner.  Selve den idé at definere et begreb er rigtig svært, 
især hvis der er dele af udefinerede dele som skal accepteres. Det er derfor ifølge Tall umuligt at lære noget 
nyt uden at gøre visse antagelser, og det er her individets tidligere erfaringer spiller ind.  
For at visualisere undervisningen af nye koncepter bruger Tall analogien med en læseplan, og hvordan den 
skal bygges op for at nå et optimalt resultat. Han mener, at den indlysende metode er at starte med enkle 
ideer for derefter at bevæge sig mod mere komplicerede begreber. Problemet er dog ifølge Tall at 
definitioner er subtile og generative, hvorimod de erfaringer som eleverne bruger som tidligere erfaringer er 
mere indlysende. Derfor vil kvaliteten af den generative egenskab fra disse begreber blive sløret af de 
studerendes individuelle konceptbilleder.  
 
For at undgå denne faldgrube foreslår Tall et koncept som han kalder ”cognitive root” (Tall, 1992). En 
kognitiv rod er forskellig fra et matematisk fundament, da fundamentet er det logiske startpunkt for 
udvikling af matematisk forståelse, hvorimod den kognitive rod bedre kan bruges til at lave en læseplan. Tall 
mener det ville være en fejl at undervise uden tanker om hvordan man inkluderer den kognitive udvikling af 
de studerende.  
For at undersøge disse teorier omkring undervisning i kognitiv læring, foretog Tall en fase to som indeholdt 
detaljerede kliniske observationer fra overgangsprocessen til en undervisning med kognitiv fokus. Ifølge Tall 
indebærer denne overgang nogle ændringer, se Figur 65.   
Limits (Cornu, 1991) 
I denne tekst af Cornu arbejdes der med nogle didaktiske aspekter af ideen om grænser. Her bliver 
gennemgået både de begreber som har relevans for elevernes læring, og derudover bliver der diskuteret 
forskellige strategier til at lære eleverne koncepter omkring grænser.  
Som hos Tall ovenfor ligger undervisnings problemerne ikke kun i sværhedsgraden af konceptet, men også at 
nogle omkring liggende kognitive koncepter ikke direkte er en del af den matematiske definition. Som følge 
deraf er eleverne, ifølge Cornu, ofte i stand til at løse mange af opgaverne uden dog at kunne forstå den 
formelle definition. Som ovenfor lider konceptets grænser også under en udvaskning af ideen, da de fleste 
elever allerede har visse ideer på forhånd som Cornu kalder ”spontaneous conceptions” (Cornu 1991, s. 154)  
FIGUR 65 - KOGNITIVE ÆNDRINGER (TALL, 1992, P. 508) 
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Dette betyder at hvert individ har sin egen idé om hvad forskellige ord kan betyde. Cornu beskriver her 
undersøgelser som viser, at disse forhåndsindtryk forbliver hos eleverne, selv på et sent tidsunkt i deres 
uddannelse. Disse spontane begreber kan nemt være modstridende og derfor afholde eleverne fra at nå 
deres fulde potentiale.  
Problemet er undervisning, for her er det klart ifølge Cornu at lærere har tendens til at fokusere på det at 
nærme sig en grænse, ikke selve begrebet grænser. Dette betyder, at eleverne ofte udvikler misforståelser 
hvor de associerer grænser af uendelighed med en problematisk tilgang til processen ” ” at komme tæt” eller 
"vokser større" eller "gå mod evigt."”( (Cornu, 1991) s. 156)  
 
Cornu foreslår, for at overvinde disse problemer, en model først lavet af Bachelard (1938). Denne model 
kaldes erkendelsesteori, og har til formål at skabe en bro mellem de hindringer som eleverne må opleve, ved 
at give dem de vigtigste bestanddele af koncepten, men samtidig tillader dem at reflektere over konceptet.  
Limits of Functions (Juter, 2005)  
Teksten fra Juter omhandler de erfaringer som hun har oplevet ved at følge en universitets klasse gennem et 
matematik kursus for at forstå udviklingen i deres forståelse af grænser i funktioner. Her kigges især på de 
kognitive billeder som de studerende allerede har. Juter definerer disse kognitive forhåndsindtryk som 
koncept billeder der påvirker de studerende under matematiske overvejelser.  Disse forhåndsindtryk kan 
stamme fra både eksterne faktorer som venner eller lærere, men også fra interne faktorer som den 
studerenes egne konklusioner. Et problem med dette billede er ifølge Juter at det ikke er muligt at se andres 
koncept billede men kun spor igennem observationer af brug af forskellige begreber.  
Juter bruger i sin tekst Sfard’s definition af et ontologisk skift (s. 67) til at beskrive den proces når et individ 
kan kigge på et velkendt objekt fra andres synspunkter, og derved komme ud over det personlige koncept 
billedet.  Dette er et meget svært stadie, at passere og som følge heraf er det oftest de bedste elever som 
ifølge Juter er i stand til at drage de bedste slutninger, og derved undgå noget af den forvirring som egne 
koncept billeder kan skabe.  
I dannelsen af disse konceptbilleder har dagligdagssprog en stor betydning. Denne undersøgelse er fra 
Sverige, hvor ligesom i Danmark ordet grænse også har en anden betydning end rent matematisk. Det er 
derfor et vigtigt led i den matematiske udvikling at eleverne bliver i stand til at adskille det matematiske 
sprog og det som bruges i dagligdagen. Resultaterne fra den undersøgelse som Juter laver, viser at den 
bevægelse de studerenes forståelse for grænser i funktioner er meget forskellig og at de spor fra koncept 
billederne varierer meget mellem forskellige individer og ingen tydelige retninger kunne observeres.  
A theoretical framework for analysing student understanding of concept of deriviate (Zandieh, 
2000) 
Zandieh undersøger seks elevers forståelse af derivater i en proces som bliver kaldt ”three process-object 
pairs” ( (Zandieh, 2000), s. 124) . Her bruges som i de tre tidligere tekster et koncept som beskriver elevernes 
egne billeder af et begreb som ikke direkte indebærer en forståelse af processen bag dette begreb, her bliver 
det kaldt et pseudo-objekt. Som, i tidligere tekster, kan brugen af disse pseudo-objekter giver store forskelle i 
den indledende forståelse af et begreb som derivater.  
 
Modsat Juter ovenfor, observerer Zandieh, at som eleverne udvikler sig rent matematisk over det år, som de 
bliver fulgt, at deres forståelse bliver mere ensartet. Denne udvikling bliver beskrevet som et pulsespil, hvor 
at eleverne først sidder med nogle få forskellige brikker, men over året bliver pulsespillet mere samlet, hvor 
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kun nogle få brikker mangler for hver elev. Zandieh observerer at der er stor variation i hvilke brikker 
eleverne først er givet selvom de er undervist i samme klasse og derfor burde ligge tæt på hinanden.   
Zandieh bruger en ramme til at beskrive begrebet derivat som består af to dele: ”flere repræsentationer eller 
sammenhænge og lag af proces-objekt par” ( (Zandieh, 2000) s. 105.  Udtrykket repræsentation bliver brugt 
til at forklare både den underliggende struktur og den personlige subjektive følelse af invarians. Zandieh siger 
yderligere at repræsentation nogle gange kan betyde selve den kontekst som begrebet derivater befinder sig 
i. Proces-objekt par er Zandieh’s måde at beskrive derivater som matematisk indebærer tre lag: et forhold, 
en grænse og en funktion. Disse tre er forbundet af en kæde som dele af processen.  
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Appendiks: Litteraturstudie B 
A Study of Pupils’ Proof-explanations in Mathematical Situations (Bell, 1976) 
(Bell, 1976) har til formål at analysere elevernes forsøg på at konstruere beviser og forklaringer i simple 
matematiske situationer for, at observere, hvordan disse metoder afviger fra brugen af beviser. Dette gør 
han, for at finde frem til den bedste måde at øge elevernes viden om beviser.  
I (Bell, 1976) mener, at et bevis er opbygget af tre aspekter; verifikation, forklaring eller indsigt og til sidst 
systematisering. Disse beskæftiger sig med henholdsvis sandheden af et forslag, indblik i hvorfor dette er 
sandt og organiseringen af beviset med matematisk tankegang for øje, såsom aksiomer og koncepter.  
Undersøgelsen blev udført ved at lave en test til 160 skoleelever i alderen 11-18 år. Denne test omhandler to 
problemer som eleverne skulle svare på to spørgsmål som bliver kaldt; ”One and the Next” og ”Triangles”. I 
teksten bliver der givet eksempler på svar, på forskellige forståelsesniveauer.  ”One and the Next” viste sig, 
at være et svært problem for denne aldersgruppe da problemet var for komplekst. Eleverne havde svært ved 
at forstå spørgsmålet. En del af eleverne læste ikke spørgsmålene korrekt, det vil ofte hjælpe eleverne, hvis 
de læser spørgsmålene højt, for på den måde at få afkodet alle oplysninger.  
Bell foreslår at man kan forbedre dette ved at give eleverne noget erfaring med uformel matematisk aktivitet 
som tager udgangspunkt i problemerne. Bell foreslår ligeledes at den hurtigste måde at undervise eleverne i 
disse beviser, er et samarbejde i klassen hvor gisninger fra forskellige elever bidrag til en løsning ved hjælp af 
argumenter og beviser. 
A direct approach to indirect proofs (Leron, 1985) 
Man betragter her beviset for, at der findes uendelig mange primtal. Beviset herfor er hyldet af 
matematikere for dets simpelhed og dets eleganthed. Leron har dog erfaret, at beviset efterlader mange    
elever mystificeret første gang de ser beviset, og ikke helt er overbevist når man kommer til modstriden. Han 
giver et andet bevis for sætningen, og diskuterer herefter indirekte beviser. I indirekte beviser sker der noget 
mærkeligt i forhold til ”virkeligheden” af disse objekter. Vi begynder beviset med en deklaration om, at vi er 
ved at træde ind i en falsk og umulig verden, og alle vores efterfølgende indsatser er rettet mod at ødelægge 
denne verden, for at bevise at det er falsk og umuligt. Vi er involveret i at lave en matematisk ødelæggelse og 
ikke en konstruktion. Formelt set, må vi være tilfredse med at modsigelsen faktisk har etableret bevisets 
sandhed, men psykologisk er der mange ubesvarede spørgsmål tilbage. (Leron, 1985) 
The role and functions of proof in mathematics (de Villiers, 1990) 
(de Villiers, 1990) tager udgangspunkt i det velkendte problem med elever og deres behov for beviser. Han 
mener, at da eleverne ikke ser et meningsfuldt behov for beviserne, så har de, naturligvis, svært ved at lære 
dem. Han mener yderligere, at en af de fundamentale problemer herfor er, at beviser typisk i 
skolerne/gymnasierne bliver brugt til udelukkende at bevise at noget er gyldigt, og ofte endda ting der 
allerede er åbenlyst for eleven. (de Villiers, 1990) forsøger herefter at illustrere egenskaber ved beviser, der 
kan gøre dem mere meningsfulde for eleverne. Egenskaberne ved beviserne er verifikation, forklaring, at 
sætte tingene i system, opdagelse samt kommunikation (af matematik). Her kommer han med en række 
eksempler på, hvordan forskellige beviser har bidraget til disse ting, og heraf følger at et enkelt bevis ikke 
nødvendigvis kan alle delene, men selve det at bevise matematik kan mere end bare at vise en gyldighed, og 
at de andre ting faktisk for praktiserende matematikere er mere væsentlig. 
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Til sidst konkluderer (de Villiers, 1990) at for at kunne undervise i beviser, kræver det at der tages hensyn til 
at vise eleverne, hvordan beviserne faktisk er meningsgivende for praktiserende matematikere, samt at 
bruge beviserne på en måde, så eleverne opnår at de giver mening eller har en funktionalitet. 
Proof as answer to the question why (Dreyfus & Hadas, 1996) 
I (Dreyfus & Hadas, 1996) er fokus lagt på elevernes motivation til at få “serveret” et bevis. I modsætning til 
eksempelvis (Hanna, 1990) mener forfatterne ikke, at det er underliggende vigtigt hvilket type bevis der er 
tale om (forklarende eller bevisende), snarere skal eleven motiveres til at spørge ”hvorfor” eller ”hvordan” 
på en måde der lægger op til et bevis. (Dreyfus & Hadas, 1996) tager udgangspunkt i euklidisk geometri, hvor 
de gennemgår en række klasserums scenarier, hvor eleverne får nogle opgaver der lægger op til et bevis. For 
eksempel får en gruppe elever trekantsopgaver, hvor de gradvist finder ud af, hvad der skal til for at to 
trekanter er kongruente, i en af de sidste opgaver opdager de, at de kan lave to trekanter med 5 ens 
aspekter, uden de er kongruente. Eleverne bliver nu frit spurgt om de kan fremstille to trekanter med 6 ens 
aspekter der ikke er kongruente, hvilket de selvfølgelig ikke er i stand til, men indtil videre har deres 
empiriske forsøg vist, at man kan med 3, 4 og 5, så hvorfor ikke 6, hvornår stopper man med at lede? Her 
mener forfatterne så at eleverne er klar til et bevis, der viser, hvordan trekanters kongruens hænger 
sammen. Der er yderligere eksempler indenfor geometrien, hvor forfatterne har lignende forslag til opgaver, 
der kan give eleverne ”aha oplevelser”.  Forfatterne slutter med at konkludere, at det er vigtigt at eleverne 
bliver ført rigtigt gennem opgaverne, således at de bliver overraskede på de rigtige tidspunkter, hvilket stiller 
store didaktiske krav til undervisningen. 
A unified framework for proof and disproof (Epp, 1998) 
Det er vigtigt, at eleverne lærer abstrakt tænkning, og en af de bedste måder at udvikle denne tankegang er 
gennem at konstruere og løse matematiske beviser. Epp forsøger at formidle logiske principper for sine 
elever ved, at finde nogle fælles fodslag mellem elevernes egne erfaringer og de matematiske beviser. (Epp, 
1998) 
Forfatteren bruger en række eksempler på hvilke opgaver hun stiller eleverne for at træne dem i 
ovenstående. Det ene af disse citeres her.  
Susanna hævder at et stort antal universitetsstuderende finder selv simple beviser mystiske, dette kommer 
bag på underviserne, idet de forventer at eleverne kan forstå og udføre disse beviser efter 3 års 
matematikundervisning i gymnasiet. 
Epp deler eleverne i to grupper: En elite gruppe der accepterer gyldigheden af beviser, og som ikke har 
problemer med, at konstruere dem. Her kan læreren nøjes med at komme med bemærkninger ind i mellem 
for at vejlede dem. Men størstedelen af eleverne er virkelig forundret og stiller spørgsmål. De kræver mere 
vejledning. Epp har flere årtiers undervisningserfaring, dette har overbevist hende om, at den vigtigste 
faktor, som differentierer dem fra elite gruppen, er deres mangel på accept af nogle få grundlæggende 
principper for logik. Derfor forsøger hun at fylde hullerne i deres forståelse både ved hendes egen 
undervisning og i hendes bog fra 1995.  Hendes mål er altid at søge fælles fodslag mellem elevernes egne 
erfaringer og de logiske principper, som hun forsøger at formidle.  
Et af hendes eksempler er, om det er sandt eller falsk at "samtlige elever i klassen er mere end tyve år". Som 
regel vil én elev sige, at han ved, at det er falsk fordi han ikke selv er over tyve. Nemlig! Så hvis bare en elev i 
klassen ikke er over tyve, så er påstanden ikke rigtig – det er korrekt. Men hvad med sætningen "Samtlige 
elever i klassen er over femten år"? Er det sandt eller falsk? Sandt? Hvordan kan vi være sikre? Vi spørger 
klassen for at kontrollere, at hver enkelt elev er over femten. For at være i stand til at hævde, at en bestemt 
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egenskab gælder for en gruppe, skal påstanden gælde alle medlemmer af gruppen. Ja, det er rigtigt for ellers 
stemmer påstanden ikke. Men ofte vil det være umuligt at tjekke for alle i gruppen – for eksempel hvis 
gruppen er meget stor såsom alle reelle tal. 
Ovenstående påstand kan udtrykkes på forskellige måder. I matematik gøres tingene lidt mærkeligt! Hvad 
med denne sætning? "I betragtning af enhver elev, hvis den elev er i denne klasse, så er den elev over 
femten." Denne sætning har samme betydning som den anden. Hvad som med "For enhver elev x, hvis x er i 
denne klasse, så er x over femten". Også ejendommelig, men ja, disse påstande har den samme betydning 
som den første. 
Det vigtigste formål med at undervise i beviser er, at give eleverne et værktøj til analyse af sandheden eller 
falskheden i matematiske udsagn. Heraf følger, at det er lige så vigtigt at lære eleverne, at modbevise 
udsagn, som hvordan man kan bevise dem. Den grundlæggende metode, der anvendes til at modbevise de 
fleste matematiske udsagn er den samme som den, der anvendes til at vise falskheden i erklæringen "for alle 
elever x, hvis x er i denne klasse, så er x over tyve," nemlig finde en elev x der er i klassen, men som ikke er 
over tyve.  
STUDENTS’ UNDERSTANDINGS OF LOGICAL IMPLICATION (Hoyles & Küchemann, 2002) 
Denne opgave fokuserer på Longitudinal Proof Project, som kigger på hvordan matematik forståelsen 
udvikler sig over tid for elever og hvordan de lærer bedst. For at vise hvordan udviklingen i matematik 
forståelse er mellem Year 8 og Year 9 tester (Hoyles & Küchemann, 2002), 2663 elever to gange, i 
henholdsvis de to klasser. Første gang denne test finder sted, svarer 1897 eller 71 % forkert på 
hovedspørgsmålet. Da de tester anden gang finder de: ”There is discernible but modest progress” (Hoyles 
and Kücheman 2002 s. 204).  
 
Dette fænomen kan også observeres i Tabel 14, hvor der er redegjort for udviklingen i forståelsen af de 
enkelte spørgsmål. Som sagt er der et lille skifte i de enkelte spørgsmål, men de konkluderer at det næsten 
er umuligt at sige, hvorfor disse skift finder sted, men det kan dog have noget at gøre med begivenheder i 
klasselokalerne.   
Gennem deres analyse af svarene fandt de tre forskellige strategier til at svare på spørgsmålene; ”Empirical, 
focussed empirical, and focussed deductive” (Hoyles and Küchemann 2002:208). Eleverne som har arbejdet 
med den første teknik har den bedste svarprocent, men der er ikke nogen absolut sandhed på, hvilken 
strategi, som er den bedste.  
TABEL 14: HOYLES AND KÜCHEMANN 2002:206 
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A method for revealing structures of argumentations in classroom proving processes (Knipping, 
2008) 
Artiklen (Knipping, 2008) handler om måden, som elever lærer beviser på. Knipping undersøger dette emne 
gennem observationer fra klasselokaler, denne gang fra en tysk klasse, men Knipping har også tidligere 
arbejdet i Frankrig. Formålet med denne undersøgelse er at rekonstruere og analysere argumentations 
formen som de forskellige lærere bruger i deres undervisning. Metoden, som bruges, er at kigge på lokale 
argument fænomener i undervisningen af Pythagoras for at kunne ekstrapolere resultatet til et mere 
universelt niveau. Det er ifølge Knippling vigtigt at kigge på, hvordan undervisningen i beviser finder sted, for 
studerende helt op til universitets niveau har svært ved dette koncept i matematikken.  
For at kunne analysere processen af beviser, foreslår Knipping, at man deler processen op i tre stadier. 
Rekonstruktion af klasse undervisningen, analyser argumenterne og arguments strukturen, og til sidst at 
sammenligne lokal og global strukturer for at komme frem til deres rationale. I teksten bliver der lagt vægt 
på det andet stadie. 
Knipping præsentere en model Toulmin har udviklet til at analysere beviser. Med udgangspunkt i et faktum, 
kommer man frem til en konklusion. Undervejs kan man få brug for en ”warrant” noget der argumenterer for 
og støtter op om konklusionen. Der kan blive stillet spørgsmålstegn både ved udgangspunktet og kvaliteten 
af et argument. Hvis et argument drages i tvivl kan man få brug for, hvad Toulmin kalder en ”backing” det vil 
sige opbakning for at støtte argumentet. Ofte vil argumenter være underforstået og bliver derfor ikke 
skrevet ned. Ved at studere hvilke typer af argumenter og ”backing”, der bruges både eksplicit og implicit i 
konkrete undervisningssituationer giver det mulighed for, at analysere hvilken type matematiske 
begrundelser lærer og elever arbejder med. 
 
Knipping deler op i lokale og globale argumenter, hvor argumenter undervejs i et bevis er lokale argumenter, 
kalder Knipping hele strukturen bag et bevis for et globalt argument. 
Gennem dette arbejde med især den tyske klasse, men også med tidligere erfaringer i mente, kommer 
Knipping frem til to mere gennerelle argument former som bruges i undervisningen. Knipping kommer frem 
til dette ved hjælp af Duval ( (Knipping, 2008):431) koncept ”Recyclage”. ”Recyclage” vil sige at, når en 
udtalelse er blevet accepteret som en konklusion, fungere den som et nyt udgangspunkt, som et etableret 
sandt faktum, i det næste trin.   
Knipping kommer frem til to lokale argument struturer, en visuel og en begrebsmæssig. Den visuelle bygger 
på en figurativ opfattelse, hvor der henvises til figurer i argumentationen. Den begrebsmæssige 
argumentation vil ofte være deduktiv, og basseres på abstrakt og teoretisk viden. 
FIGUR 66. TOULMIN'S MODEL (KNIPPING, 2008, P. 430) 
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Knipping kommer frem til to globale argument struturer, ”source-structure” kilde struktur og ”reservoir-
structure” reservoir struktur.  
Kilde struktur: Argumenter og ideer kommer fra mange forskellige kilder, som bliver diskuteret i plenum. Her 
opfordre læreren til, at eleverne kommer med deres egne ræsonnementer, som klassen sammen kan 
undersøge. Disse ræsonnementer er værdsat, også selvom de måske er forkerte og derfor bliver modbevist i 
klassen.   
Reservoir struktur: Denne form for argument er adskilt fra normal deduktiv argumentation, fordi 
begrundelsen til tider bevæger sig baglæns i den logiske struktur, inden den ved hjælp af deduktion bevæger 
sig fremad igen. Dette betyder at en begyndende deduktion leder til en ønsket konklusion, som så kræver 
mere støttende data, inden den endelige konklusion nås.  
Knipping har gennem tiden kigget på seks forskellige klasser som skulle lære beviset for Pythagoras, tre tyske 
og tre franske. Knipping har observeret ”where the reservoir structure occurred, learning to prove meant 
focusing on the ‘‘logic’’ of the argument.” ( (Knipping, 2008):438). Dette betyder, at der i disse klasser er et 
eksplicit fokus på hvert element i argumentationen. Modsat dette er der med kilde strukturen fokus på, at 
lærer eleverne Pythagoras ved, at fokuserer på de underliggende ideer og koncepter som derfra munder ud i 
en dybere forståelse af Pythagoras lærersætning.  
Modelling and proving as forms of justification: an analytic essay. (Niss, 2005) 
Matematisk modellering og bevisførelse opfattes ofte, som to forskellige ting med meget lidt tilfælles. Denne 
artikel (Niss, 2005) argumenterer for, at de har meget tilfælles og at der skal gives opmærksomhed på det i 
enhver undervisnings- og læringssituation. 
Bortset fra at bevis og bevisførelse synes at miste terræn i læseplaner og klasselokalet, praktiseres det 
mange steder som middel til at begrunde påstande og disse krav og påstande gives ofte forud og 
præsenteres for eleverne ved andre parter, så som læreren, bøgerne etc. Meget sjældent gives beviser som 
værktøj for hvilket eleven formodes, at retfærdiggøre sine egne påstande. 
Modellering som en form for begrundelse: Man konstruerer matematiske modeller af en række forskellige 
grunde. Den første mængde af grunde handler om modellering som et værktøj til ”beskrivelse”. For 
eksempel, hvis man skal forklare hvorfor tallet 7 er det mest sandsynlige ved summen af kast med to 
terninger, hvorimod de andre fokuserer på modellering som et værktøj for ”recept”, altså hvis man skal 
bestemme en model, der for eksempel skal beslutte det optimale sted for et nyt indkøbscenter. 
Denne skelnen mellem beskrivelse og recept er baseret på modelling enterprise og udelukker ikke hinanden. 
For eksempel hvis en bank eller et andet finansieringsselskab designer en amortisationsplan for et lån, er 
dette design afledt af en beskrivelse af, hvad der sker baseret på antagelser omkring lånet (for eksempel et 
annuitetslån).  
Til sidst gives et eksempel som illustration, hvor man skal beslutte hvilke af to realkreditlån der er mest 
favorabelt.  
Begrundelse bør spille en større rolle i modellering, både når modellering er aktivt vedtaget og når det 
studeres ’passivt’.  Undervisning og læring af bevis og bevisførelse bør ikke først og fremmest fokusere på 
elevernes passive annammelse af færdiglavet beviser konstrueret af andre eller serveret på et sølvfad.  
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Appendiks: Litteraturstudie C 
Staking Claims af (Kilpatrick, 1995) 
Det primære fokus i artiklen, er at samle op på hans egne artikler og adressere de problemer som hans 
tidligere arbejde har haft. Forskning i matematik undervisning er ifølge Kilpatrick i svær balance, for det er 
ofte et problem at lave bindeled mellem forskere og undervisere. Derfor lavede man ved en konference i 
Gilleleje på otte kriterier som skal bedømme forskning i matematik. Disse er; ”Relevance, validity, objectivity, 
originality, rigor and precision, predictability, reproducibility and relatedness” (Kilpatrick, 1995, p. 23). Man 
lavede disse kriterier for at vise at forskning i matematik undervisning er på linje med forskning i 
naturvidenskaben. Andre forskere bruger andre metoder i deres forskning, såsom konstruktivisme. Det er 
vigtigt for Kilpatrick at der er forskere som bruger forskellige metoder i deres forskning for at undgå 
stagnation, så længe de i det mindste kigger på de otte kriterier. Den vigtigste af de otte kriterier er at 
forskningen er relevant. Her citerer han Freudenthal (Freudenthal, 1991) ” he commented that the more 
pretentiously something is presented as educational research, the less useful it is likely to be” (Kilpatrick, 
1995, p. 25). Selvom Kilpatrick ikke deler dette negative synspunkt, mener han dog at det er svært 
umiddelbart at se brugbarheden bag et enkelt studie på et område, og det er derfor bedre at vurderer 
brugbarheden når man har en række studier på samme område.  
Kilpatrick ender sin artikel med at konkluderer at feltet indenfor matematisk undervisning aldrig har haft det 
bedre, både i Amerika og Sverige er der muligheder for forskning indenfor området og at matematik er en 
prioritet i undervisningen. Der er dog stadig problemer på området, især i forhold til status for de to. Ifølge 
Kilpatrick er forskningen indenfor området et felt som folk forventer at man har universitets kvalifikationer 
for at arbejde med hvorimod matematisk undervisning er noget folk forventer man kan gøre hvis man har 
lyst.  
On the theoretical, conceptual, and philosophical foundations for research in mathematics 
education (Lester Jr., 2005) 
I (Lester Jr., 2005) beskrives amerikansk forskning inden for matematikundervisning. Lester kritiserer 
(indirekte) at meget af den organiserede amerikanske forskning inden for matematikundervisning har været 
præget af at være uteoretisk. Lester peger på manglen på en rammestruktur (framework) inden for 
forskningen som værende en primær faktor for hvorfor det står skidt til med forskningen. Herefter foreslår 
han en række rammestrukturer der kan hjælpe med at bringe forskningen på rette spor igen. Derudover 
henviser Lester til Handbook of Research in Mathematics Teaching and Learning, hvor han mener nye 
forskere kan få hjælp til at finde rundt i junglen af forskningsresultater der er præget af forskellige teorier og 
filosofier. 
EMERGENT MODELLING AS A PRECURSOR TO MATHEMATICAL MODELLING (Gravemejier, 2007) 
(Gravemejier, 2007) beskriver emergent modellering som en forløber til matematisk modellering. 
 
Elever synes ofte at have problemer med at anvende den matematik de har lært. Dette problem kan 
beskrives på forskellige måder. Ifølge (Gravemejier, 2007) kan man for eksempel beskrive det i form af 
matematisk modellering.  
Eleverne har problemer når de forventes at anvende den matematik de kender, men er gode til at tackle 
anvendte problemer, hvis de føler sig udfordret til at opfinde nye løsninger. (Gravemejier, 2007) mener, at 
man kan løse dette paradoks ved at bruge emergent modellering. Den emergent-modellering instruktions 
design er baseret på ideen om sekventering af modelleringsopgaver, inden for matematisk viden, der er 
funderet i deres tidligere uformelle erfaringer, og som er meningsfuldt og gældende. Derudover er den 
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underforståede modelleringsaktivitet fortrolighed med en matematisk tilgang til hverdag-livssituationer.  
Emergent-modellering er i (Gravemejier, 2007) illustreret med en instruktions sekvens på dataanalyse.  
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Bilag A1 - Spørgsmål vedrørende funktioner 
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Bilag A2 - Opgaver til intervention 1 på EUX og HHX 
Forskellen på 𝑎 + 𝑏 og 𝑎𝑏 
Hvis 𝑎 = 3 𝑜𝑔 𝑏 = 4? 
 
2(𝑎 + 𝑏)  
−2(𝑎 + 𝑏)  
−2(𝑎 − 𝑏)  
𝑎 − 2(𝑎 + 𝑏)  
𝑎 − 2(𝑎 − 𝑏)  
𝑎 − 1(𝑎 + 𝑏)  
𝑎 − 1(𝑎 − 𝑏)  
𝑎 − (𝑎 + 𝑏)  
𝑎 − (𝑎 − 𝑏)  
𝑎 + 𝑏 − (𝑎 + 𝑏)  
42  
32  
(3 + 4)2  
(3 + 4)(3 + 4)  
 (𝑎 + 𝑏)2 
(𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏)  
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Figur nr. 1 2 3 4 5 6 
Antal fliser       
 
Sammenhængen mellem figur nr. og antal fliser? 
 
 
 
Figur nr. 0 1 2 3 4 5 
Antal fliser       
 
Sammenhængen mellem figur nr. og antal fliser? 
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Bilag A3 - Opgaver til intervention 2 på EUX og HHX 
 
2𝑛 + 3 = 5𝑛 
3 + 2𝑛 = 5𝑛 
5𝑥 = 2𝑥 + 3 
5𝑎 = 3 + 2𝑎 
2𝑥 + 3 = 5𝑥 
3𝑥 − 8 = 1 − 4𝑥 
 
 
Hvis du lægger to tal sammen får du 87. Det ene tal er 35. Hvad er det andet? 
Jeg tænker på et tal. Hvis jeg ganger tallet med 3 og trækker 17 fra får jeg 22. Hvilket tal tænker jeg på? 
Forskellen mellem to tal, hvor det ene er 5 gange så stort som det andet, er 24. 
Hvis du lægger tre på hinanden følgende naturlige tal sammen får du 111. Find tallene. 
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Bilag A4 - Opgaver til intervention 3 på EUX 
 
Er ¼ og 0,4 det samme eller er de forskellige? 
 
Er 1,7 og 1/7 ens eller er de forskellige? 
 
Orden de fire tal fra størst til mindst: 
0,48            
5
8
                
14
13
             0,99 
 
Hvad giver 5 +
1
2
+ 0,5 =? 
 
 
 
Hvad er 
−1
−2
? 
 
Hvad er 
−𝑐
−𝑑
? 
 
Er 
𝑐−1
𝑑+1
=
𝑐
𝑑
− 1? 
 
Hvad er 
22
22
? 
 
Hvad er 
𝑎4
𝑎4
? (hvor a ikke er 0) 
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Bilag A5 -  Transskriberinger.  
Elev EUX3 
EUX3 har svaret rigtigt på knap 30 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på tre spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏?  
I testen har EUX3 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX3: ”Det her bogstav ting og sager, det har jeg svært ved, det har jeg rigtig svært ved, men de her to skal i 
hvert fald minus med hinanden først, for det er inden for parentes. Hmm” 
Lærer: ”Så prøv at sige hvad det er for nogen, for vi kan ikke se, hvor du peger hen” 
EUX3: ”Det er 𝑎 − 𝑏 som står i parentes, hmm, og dem skal man regne først for de står i parentes og det der 
regne hierarki, som siger det, altså den her først og så gange, dividere bagefter og så plus og minus bagefter. 
Så det har jeg meget styr på, men det er bogstaverne jeg ikke er så særlig god til” 
Der regnes et tal eksempel, hvor eleven ikke får ændret fortegn når parentesen hæves. 
Lærer: ”Hvad sker der med det minus der står foran parentesen?” 
EUX3: ”Altså jeg tror, altså det mit hoved siger det gør, det når det er den der bliver −1, går den lige som ind 
som det samme som. Det kan jo ikke hedde minus minus en.” 
EUX3 har kendskab til det semiotiske system, som omhandler regningsarternes hierarki, men kan ikke 
anvende det på symboler. Parenteser med negativt fortegn kan eleven ikke hæve, hverken med tal eller 
symboler. 
I testen har EUX3 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses herunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX3: ”Jeg tror det bliver 5𝑎 divideret med 5𝑎, men nej det gør det jo ikke fordi, det er jo i femte” 
Lærer: ”Hvad betyder det noget er i femte?” 
EUX3: ”Så skal man gange det med sig selv fem gange” 
Lærer: ”Det har du fuldstændig ret i. Prøv at skrive det i stedet for” 
EUX3: ”Okay, skal jeg bare skrive spørgsmålet af igen?” 
Lærer: ”Ja” 
EUX3: ”Altså hvis nu man skal så er det bare 1, ganget med sig selv fem gange, så det bare 1, så det bare a, 
nej så er det 5𝑎” 
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Eleven er usikker på, hvad 𝑎5 præcis betyder, med et skub i den rigtige retning, får han fat i noget af det 
rigtige, men er usikker på sin egen præstation. Han forsøger at løse opgaven ved at indsætte 1 på a’s plads, 
men kan ikke overføre resultatet til symbolberegning. 
I testen har EUX3 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX3: ”Ja, okay, der står gange der, så skal man eller man skal først, regne omkring brøken, der det ved jeg 
ikke, jeg vil i hvert fald gange ind” 
Lærer: ”Prøv at gøre det” 
EUX3: ”Skal jeg bare skrive?” 
 
Lærer: ”Ja”  
EUX3: ”Ja så de to...” lang pause ”så kan man eventuelt fjerne minusset.” 
Lærer: ”Ja, hvad kommer der så til at stå” 
EUX3: ”a divideret med b, er det bare det?” 
Lærer: ”Ja” 
Med en lærer ved sin side, kan EUX3 godt komme frem til det rigtige resultat, men i den afsluttende test har 
eleven ikke besvaret dette spørgsmål. 
 
Elev EUX12 
EUX12 har svaret rigtigt på knap 46 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på to spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. 
I testen har EUX12 svaret 𝑎𝑏, som svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre for, 
hvordan han havde løst opgaven. 
 
EUX12: ”Så vil jeg nok starte med parentesen, og så er der igen bogstaver, så er det bare, 𝑎 − 𝑏, det giver vel 
bare 𝑎𝑏” 
Lærer: ”Prøv at skrive ned, hvad du vil gøre” 
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EUX12: ”Det er det jeg ikke rigtig ved, så skal jeg lige tænke” … ”så skal man gange ind i parentesen, det kan 
man heller ikke rigtig, det er her jeg står af” ... 
Lærer: ”Jeg tror du havde regnet lidt på den da du lavede prøven” 
Pause.  
Lærer: ”Du fik 𝑎𝑏” 
EUX12: ”Hvis man plusser 𝑎 + 𝑏, så må det bare give 𝑎𝑏, tænker jeg” 
Eleven skelner ikke mellem addition og multiplikation af symboler. 
I testen har EUX12 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
EUX12: ”Jeg tror ikke jeg har fået af vide før, hvad en sædvanlig brøk er” 
Eleven får af vide, hvad en sædvanlig brøk er, og kan derefter godt regne opgaven.  
I testen har EUX12 ikke angivet noget svar på spørgsmålet der ses derunder. Han blev bedt om, at redegøre 
for, hvordan han ville forsøge at løse opgaven. 
 
 
EUX12:”… du kan godt dividere minus en med minus en” 
Lærer: ”Ja, hvad giver det” 
EUX12: ”Minus en.” Pause. ”Hvis du har, hvis man skylder 1 krone væk til en person, så er det vel stadig en. 
Hvis det nu havde været 1 divideret med 1, uden der havde været minus, så havde det været 1” 
Efter lidt snak kan eleven huske, en regel om ”minus gange minus giver plus”. 
EUX12: ”… jeg kan huske det der at minus og minus giver plus” 
Lærer ”Ja, så hvad tænker du vi kan forkorte den ned til” 
Elev til sidst: ”Vi skal vel, det er heller ikke bare 1. 
Lærer: ”Nej, eller det kommer an på, hvad du mener med bare 1. Hvad er der tilbage, hvis vi forkorter?” 
EUX12: ”Det bliver 𝑎𝑏 der, det står bare der” 
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Lærer ”Prøv at skriv, skriv hvad du tænker” 
EUX12: ”Jeg ved ikke, hvad jeg tænker. Så vil jeg bare have sagt plus 1” 
Lærer: ”Ja, prøv at skriv” 
1𝑎𝑏, nu bliver jeg lidt i tvivl, fordi nu er der a og b, så kan der lige så godt være 2a og b, og sådan en af hver. 
Så nu hælder jeg mere til 2𝑎𝑏.” 
Eleven kan med hjælp genkalde sig en instrumentel regel, og anvende den. Desværre skelner eleven heller 
ikke mellem division og multiplikation. Det blev ikke afdækket, hvorfor han til sidst ville facit skulle være 2𝑎𝑏. 
Elev EUX20 
EUX20 har svaret rigtigt på 37 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på tre spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? Er 𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? 
EUX20 har svaret 0 til spørgsmålet: Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)? 
Lærer: ”Prøv at skrive den opgave” 
EUX20: ”Behøver jeg skrive, hvad er?” 
Lærer: ”Nej, det gør du ikke” 
Eleven skriver opgaven. 
Lærer: ”Den fik du til nul sidst” 
EUX20: ”Ja, og det ved jeg ikke helt hvorfor, men altså vi skal regne parentesen først i hvert fald. Og så siger 
vi a minus b, øh, det kan man vel ikke rigtigt på en måde, og så siger vi a plus b bagefter. Så hvis vi siger at vi 
har, den nedre skala, hvis vi siger der er nul her og så sætter vi nedad, det giver ikke rigtig mening, sådan for 
dig nok, men det passer nok meget godt oppe i mit hoved. Og så siger vi, så lægger vi a plus, eller a til, og så 
får vi nul, og så lægger vi b til også, og så får vi også nul” 
Lærer: ”Okay” 
EUX20: ”Og så nul plus nul til sidst” 
 
Eleven skelner ikke mellem store og små bogstaver. Han kan ikke hæve parentesen korrekt, derfor får han 
nul, når han lægger det første 𝑏 til det 𝑏 der står i parentesen.  
Eleven bliver bedt om at løse ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15. I testen har eleven ikke angivet et svar. 
Eleven skriver opgaven ned. 
EUX20: ”okay, der har, der gør jeg det nok på den mere normale måde, hvis man kan sige det sådan. Så vi 
siger, hvis den hedder 7𝑥 minus 13 er lig med 13𝑥 plus 15. så for at fjerne tallene, efter og før 
lighedstegnene, så ville jeg have skrevet 7𝑥 minus 3 plus 3 lig med 13𝑥 plus 15 minus 15” 
Lærer: ”Prøv at skrive det op” 
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EUX20: meget lavt, ”Vent det er forkert” eleven går i gang med at skrive. Imens han læser højt ”7𝑥 minus 3 
plus” pause ”Ja, der rykker jeg så lige om på det” 
Lærer: ”Ja” 
EUX20: ”Fordi så skriver vi plus 3 heromme, og lader vi den 15 være, til på et andet tidspunkt, fordi at når 
man gør noget før lighedstegnet så skal man også gøre det efter” 
 
Lærer: ”Ja” 
EUX20: ”Så efter det så hedder det 7𝑥 lig med 13𝑥 plus 3 plus 15. og så skal vi bare have fjernet det 15 der og 
det 3 tal. Så det vil sige, hvis vi siger” pause ”7𝑥” lang pause. Eleven har nu i næste linje skrevet 7𝑥. ”Det kan 
man vel ikke. Det kan man vel ikke.” Eleven skriver linje 4. ”Nu har jeg skrevet 7𝑥 minus 15 er lig med 13𝑥 
plus 3 minus 15 plus 15” 
Lærer: ”Ja” 
EUX20: ”Fordi så den næste gang, så får vi rykket, så får vi fjernet, øh, vores øh 15. Der kommer det så bare 
ind i mellem 7 og x, men der fjerner, der lægger vi dem så bare til.” 
Lærer: ”Ja” 
EUX20: ”Så den kommer til at hedde 7𝑥 er lig med 13𝑥 plus 3” 
 
Lærer: ”Skriv du det ned”. Eleven skriver linje 5. Lang pause. 
EUX20: ”Og så øh, nu giver ikke rigtig mening.” pause.  
Lærer: ”Hvorfor giver det ikke mening?” 
EUX20: ”Fordi at, øh, hvis vi så smider et 3 tal, ind i mellem 7 og x og lig med tegnet, så skulle den hedde 7𝑥 
minus 3 lig med 13𝑥 plus 3. Så den skulle hedde 6 eller 4𝑥 lig med 13𝑥 nej lig med 16𝑥. Og det vil ikke passe.” 
Lærer: ”Hvordan kan du se, at det ikke passer?” 
EUX20: ”Fordi at så skulle de jo, øh, altså, jeg kunne forstå det, hvis det var sådan at den hed 7𝑥 eller hvis den 
hed 4. Hvordan fanden skal jeg forklare det?” Eleven er ved at give op. ”Hvis jeg skriver den op her, så skulle 
den hedde. 5𝑥, nej 4𝑥lig med 16𝑥, så skulle den hedde at 4𝑥er det samme som 16𝑥 og det kan jo ikke passe 
øh, fordi at hvis vi siger, vi siger at x er. Lad os sige 10. Så siger vi 4 gange 10, det er 40, og så skulle det give 
det samme som 16𝑥, og det kan jo ikke passe” 
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Lærer: ”Det passer ikke nej, det har du fuldstændig ret i” 
EUX20: ”Så den er lidt balladeagtig”. Eleven forsøger at starte forfra to gange, men må give fortabt. 
 
Eleven ved godt, ” at når man gør noget før lighedstegnet så skal man også gøre det efter”, men eleven gør 
det uden systematik og får skrevet forkert.  
Elev EUX24 
EUX24 har svaret rigtigt på 41 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på to spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? 
Uden at vide, han har svaret rigtigt bliver eleven bedt om at svare på spørgsmålet, hvad er 0 + 𝑥?” 
Lærer: ”Hvad er 0 + 𝑥?” 
EUX24: ”0+𝑥 det er 0” 
Lærer: ”Hvorfor?” 
EUX24: ”Fordi at øh” pause ”eller 1 jeg vil sige det er 1 eller ikke bare x, fordi at 0 det er jo bare 0 og x det er 
bare x, og så er det jo bare” 
 
Eleven har en usikker symbolbehandling. 
EUX24 har svaret 2𝑎 − 2𝑏 til spørgsmålet: Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? 
Lærer: ”Prøv at skrive det næste ned a plus b minus a minus b” 
EUX24: ”Det er 2a, det er 𝑎 + 𝑎 det er 2𝑎 minus… det bare 2𝑎” 
 
Eleven skelner ikke mellem addition og subtraktion. 
I testen har EUX24 ikke angivet noget svar på spørgsmål 34. Han blev bedt om, at redegøre for, hvordan han 
ville forsøge at løse opgaven. 
Lærer: ”Så er der opgave 34 prøv at skrive den ned” 
EUX24: ” 4 + n - 2 plus fem er lig med 11 plus tre plus 5, så tag man først på den ene side af lighedstegnet, 
eller der skal stå det samme på hver sin side af lighedstegnet” 
Lærer: ”Ja” 
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EUX24: ”11 + 3 er 14 plus 5 det er 19. Så der skal også stå 19 over på den anden side. Så er det 5 plus 2, det 
giver 7 og 7 minus et eller andet skal give 19. Og 7 minus, 26, 4 plus 22 det giver 26” 
Lærer ”Så du får n er lig?” 
EUX24: ”26” 
 
Eleven sætter en parentes omkring −2 + 5, således at der kommer til at stå −(2 + 5) = −7. 
Elev HHX 9 
HHX9 har svaret rigtigt på 38 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på 6 spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? Bestem n når: 
4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64. Er 
𝑎−1
𝑏+1
=
𝑎
𝑏
− 1? 
Men i ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 har eleven svaret 𝑥 = 108 
Lærer: ”Hvordan vil du løse ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15?” 
HHX9: ”Vi skal have samlet tallene på den ene side.” Eleven kommer da frem til følgende: 
HHX9: ”Vi skal så have x’erne herover.” Peger på venstre side af lighedstegnet, og eleven skriver følgende 
7𝑥 − 13𝑥 = 18 
og videre 
  
HHX9: ”For at finde x skal vi fjerne −6 dvs 𝑥 = 18 ∙ −6  
Lang pause... 
HHX9: ”Må jeg ikke starte forfra og samle x’erne på den anden side?” 
Lærer: ”Jo, det må du godt.” 
Eleven kan indledende alle de instrumentelle ting indenfor løsning af ligninger, men hans konsekvente fejl er, 
at han har opfattet at hvis 𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏 så er 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑎.  
Læreren spørger herefter, om 𝑥 = 10 er en løsning til ligningen. Eleven har ingen anelse om hvad han skal 
svare – han ved ganske enkelt ikke hvad det vil sige, at ’noget’ er en løsning til en ligning og har ingen 
relationel forståelse indenfor ligninger.  
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Elev HHX 20 
HHX20 har svaret rigtigt på 45 % af samtlige spørgsmål. Han har svaret rigtigt på 8 spørgsmål inden for 
symbol- og formalismekompetencen. Hvad er 0 + 𝑥? Hvad er 𝑥 − 𝑥? Hvad er 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏? Hvad er 
𝑎5
𝑎5
? 
Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. Løs ligningen 3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64. Løs ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15. 
Er x=10 en løsning til 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15? 
Til spørgsmålet: ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?” har eleven svaret 0. 
Lærer: ”Hvad er 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 − 𝑏)?” 
HHX20: ”Det er en minusparentes og så skal man ændre fortegnet inde i parentesen”. 
Eleven skriver: 
𝑎 + 𝑏 − (𝑎 + 𝑏)? 
Lærer: ”Nu har du ændret fortegnet inde i parentesen, men parentesen er der stadig?” 
HHX20: ”Ja” 
Lærer: ”Men så står der jo ikke det samme?” 
HHX20: ”Nej... Skal jeg så fjerne parentesen?” 
Lærer: ”Ja” 
Eleven skriver nu: 
𝑎 + 𝑏 − 𝑎 + 𝑏? 
HHX20: ”Nå, okay. 𝑎 + 𝑏 giver 𝑎𝑏 dvs 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 = 0𝑎𝑏” 
Lærer: ”Hmm... Hvorfor er 𝑎 + 𝑏 = 𝑎𝑏?” 
HHX20: ”Det ved jeg ikke. Det synes jeg bare jeg kan huske... Nej, jeg forstår ikke det der med a og b. Kan vi 
ikke prøve med nogle tal?” 
Lærer: ”Jo. Lad os antage, at 𝑎 = 7 og 𝑏 = 2” 
Eleven skriver: 
7 + 2 − (7 − 2) 
og regner sig frem til: 
7 + 2 − 7 + 2 
og videre 
9 − 9 = 0 
Lærer: ”Nej det er ikke rigtigt.” 
Elev HTX 10 
Lærer: ”Hvordan forstår du spørgsmålet 0+x ? ” 
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Eleven har her svaret 0. 
HTX10: ”Der står hvad er 0 plus x, så altså, hvad er x’et? Dvs. 0 (lettere spørgende i tonen)” 
Lærer: ”Hvad står der i spørgsmål 16?”  
Spørgsmålet lyder hvad er 
5
5
a
a
, hvor eleven har svaret: Ved ikke. 
HTX10: ”Der står a i femte delt med a i femte. Men jeg har ikke regnet med noget i femte før, jeg har kun 
prøvet at regne med noget i anden og i tredje, så jeg ved ikke hvad jeg skal gøre.” 
Lærer: ”Hvad med 4+n-2+5=11+3+5?”  
Her har eleven svaret 7. 
HTX10: ”Altså først vil jeg regne 11+3+5 ud og set hvad det giver, fordi begge sider skal jo give det samme. 
Og så har jeg sat 7 ind på n’s plads, og så giver det det samme på begge sider.” 
Lærer: ”Hvad så med 3x+20=x+64?” 
Her har eleven i testen svaret 56. 
HTX10: ”Altså her vil jeg samle x’erne på den ene side og de andre tal på den anden side.” 
Lærer: ”Hvordan vil du helt præcis gøre det? Bare forklar skridt for skridt?” 
HTX10: Altså først tager jeg et x, der er kun en fordi der ikke står et tal foran, og rykker om på den anden side 
så det bliver til 4x, det bliver til 4x fordi der står et usynligt + foran x’et. Bagefter tager jeg så de +20 og rykker 
om på den anden side af lighedstegnet så der kommer til at stå 64 minus 20, fordi + på den ene side bliver til 
minus når man rykker det om på den anden side. Så har jeg regnet det tal ud, og så får at finde en x skal man 
dividere med 4 på begge sider. 
Uddybende samtale med elev EUX3 
Vi havde en fornemmelse af, at EUX3 havde større vanskeligheder end de øvrige EUX elever, derfor har vi 
valgt at transskribere, hovedparten af intervention 2 med denne elev.  
Lærer: Jeg giver dig nogle ligninger du skal løse, og mens du løser dem, skal du forklare undervejs. 
EUX3: OK! 
Lærer: Den første ligning hedder 2𝑛 + 3 = 5𝑛 
Eleven skriver ligningen på sit papir.  
EUX3: Øhh – hvad går det ud på? 
Lærer: Det går ud på at bestemme 𝑛 således, at udsagnet bliver sandt. 
EUX3: Nå, okay!  
Eleven trækker så 2𝑛 fra, reducerer og dividerer med 3, og kommer frem til at 1 = 1𝑛. 
Eleven får den næste ligning: 3 + 2𝑛 = 5𝑛 
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EUX3: Er det ikke bare det samme? 
Eleven bliver rigtig glad over, at kunne gennemskue, at det er den samme ligning som den forrige. 
Eleven får en ny ligning: 5𝑥 = 2𝑥 + 3 
Også her løser eleven ligningen ren instrumentel og kommer uden hjælp frem til at 1𝑥 = 1. 
Eleven får endnu en ny ligning: 5𝑎 = 3 + 2𝑎 
Eleven trækker 2𝑎 fra på begge sider, så der står 5𝑎 − 2𝑎 = 3 og siger: ”Det er jo også bare det samme”. 
Eleven får en ny ligning: 3𝑥 − 8 = 1 − 4𝑥 
Igen starter han meget instrumentelt med at sige: ”Så skal man vel rykke 1 derover og 3x derover?” og skriver 
så følgende:  
−8 − 1 = −4𝑥 − 3𝑥 
Og kommer videre frem til: 
−9 = −7𝑥 
EUX3: Kan man lave mere? 
Lærer: Ja, vi vil jo gerne finde 𝑥. Ligesom i de forrige opgaver skal du finde hvad 1𝑥 er. 
Eleven ved ikke hvordan man får ”fjernet” −7 og får hjælp til at man skal dividere. 
EUX3: Så skal man vel dividere med 7. Dem begge to eller hva’? 
Eleven skriver følgende: 
7: −9 = −7𝑥: 7 
EUX3: 9 divideret med 7 det bliver til... 
Lærer: Det gør ikke noget at du ikke kan regne det ud. Bare skriv det op som en brøk.  
Det er nu rigtig svært for eleven. Dels at finde ud af hvorvidt det er 7 eller −9 der skal stå i tælleren hhv 
nævneren, og dels at bruge notationen 
−9
7
 i stedet for −9: 7. Det er helt sikkert nogle 
matematikvanskeligheder omkring symbolet , altså brøkstregen. 
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Eleven får nu en sproglig opgave: Hvis man lægger to tal sammen får man 87. Det ene tal er 35 hvad er det 
andet? 
Eleven løser denne opgave ved at sige 35 + 35 = 70 og 87 − 70 = 17 (han skriver faktisk 70 − 87 = 17) og 
resultatet er 35 + 17. Han er ikke så god til hovedregning, så der går lidt tid. 
Eleven får endnu en sproglig opgave: Jeg tænker på et tal. Hvis jeg ganger det med 3 og trækker 17 fra får jeg 
22. Hvilket tal tænker jeg på? 
Eleven løser denne opgave ved at sige 22 + 17 = 39 og 
39
3
 og slutter med at sige, at dette tal kan han ikke 
udregne i hovedet. 
Eleven har vanskeligt ved at genkende forskellige semiotiske repræsentationer af brøkker/division. 
Uddybende samtaler med elev HTX10 
Efter den det første interview med HTX10, fulgte en kort session, hvor det primære samtaleemne var hvad 
symbolerne betød. Der blev med udgangspunkt i ligninger og figurer bragt eksempler på banen med flere 
forskellige symboler (a, b, n, x et.al) hvor symbolerne indgik i forskellig kontekst. Nogle hvor symbolerne 
betød en ubekendt side, nogle hvor de var en konstant, og nogle hvori de indgik i ligninger. Derudover blev 
der snakket med eleven om hvilke regneregler man måtte bruge når der indgik symboler i. Desuden blev der 
snakket kort om problemløsning og at det var nødvendigt at danne sig et overblik over præcis hvad 
spørgsmålet gik ud på, samt i hvilken kontekst symbolerne indgik for bedre at vide hvordan de skulle 
behandles.  
Desuden blev eleven konfronteret med det usynlige plus, og hvordan man skulle være påpasselig med at 
bruge den slags huskeregler hvis der samtidig skulle laves andre matematiske operationer. 
Efter en halvanden uges tid med regulær undervisning blev elev taget ind en kort session for at høre hvordan 
det gik. Til denne session kunne eleven ”pludselig” svare på spørgsmål som ”hvad er x-x” som til det første 
interview voldte store problemer, samtidig med at 
5
5
a
a
nu også blev løst problemfrit. Eleven nævnte at det 
hjalp at tænke på symbolerne som et tal, og virkede i det hele taget mere sikker i måden at snakke om 
matematikken på. 
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Endnu senere i forløbet blev eleven igen taget ind, denne gang for at løse ligninger der voldte problemer før. 
Den instrumentelle forståelse var nu blevet bedre, og ”usynlige plusser” voldte ikke længere problemer. Dog 
viste der sig en ny vanskelighed fra HTX10, ligninger med tal større end 10 der skulle regnes med i hovedet 
voldte store problemer! HTX10 var simpelthen ikke komfortabel med større tal og hvordan simple 
operationer skulle udføres på dem, der blev talt meget på fingre og blev oftest startet forfra fra 10’erne.  
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Bilag B1 - Eksperimenter  
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Bilag B2 - EUX noter intervention 2 
Bevis at summen af de første n positive hele tal, 𝑆(𝑛), er lig med 
𝑛·(𝑛+1)
2
  
 
Et bevis der beviser: 
For 𝑛 = 1 er sætningen sand 
Antag den er sand for en arbitrær konstant 𝑘 
Dette leder til: 
𝑆(𝑘 + 1) = 𝑠(𝑘) + (𝑘 + 1) =
𝑛·(𝑛+1)
2
+ (𝑛 + 1) =
(𝑛+1)·(𝑛+2)
2
  
Derfor er udsagnet sandt for 𝑘 + 1 hvis det er sandt for 𝑘 
Hermed er det vist, at sætningen er sand for alle 𝑛. 
 
Et bevis der forklarer: 
𝑆 = 1 +       2     +       3         + ⋯ +  𝑛  
𝑆 = 𝑛 + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2)   + ⋯  + 1  
2𝑆 = (𝑛 + 1) + (𝑛 + 1) + (𝑛 + 1) + ⋯ + (𝑛 + 1) = 𝑛 · (𝑛 + 1)  
𝑆 =
𝑛·(𝑛+1)
2
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Et geometrisk bevis: 
 
 
Prikkerne former ligebenet trekanter som indeholder 
𝑆(𝑛) = 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 prikker 
To trekanter, giver en firkant med to summer 𝑆(𝑛) + 𝑆(𝑛) som indeholder 𝑛2 prikker og 𝑛 prikker lagt oveni 
fordi diagonalen skal tælles to gange. Derfor: 
2𝑆(𝑛) = 𝑛2 + 𝑛  
𝑆(𝑛) =
𝑛2+𝑛
2
=
𝑛·(𝑛+1)
2
  
 
Forklarende bevis: 
Et rektangel med sidelængderne 𝑛 og 𝑛 + 1 er delt af en zigzag linje 
 
Hele arealet er 𝑛 · (𝑛 + 1) det trappekasseformede areal fylder halvdelen 
𝑛·(𝑛+1)
2
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Bilag B3 - 10 logik spørgsmål 
Spørgsmålene er stillet elektronisk via Google Forms (Gjerlufsen, et al., 2015) 
Spørgsmål 1  
Sørens far har tre børn. Den ene hedder Rip og den anden hedder Rap. Hvad hedder det sidste barn? 
  
Spørgsmål 2  
Der er en have med et træ, hvor der er fire æbler. Så kom præsten og hans datter og degnen og hans kone 
og tog ét hver. Der blev ét tilbage, hvordan kan det være? 
  
Spørgsmål 3  
Der gik to jyder hen ad landevejen. Den ene var den andens far, men den anden var ikke den enes søn. 
Hvordan kan det gå til? 
  
Spørgsmål 4  
En mor har fire sønner, og hver søn har en søster. Hvor mange børn har moderen? 
  
Spørgsmål 5  
To fædre og to sønner var ude at fiske. Det var ikke en af deres store dage på vandet, men de fik da fanget 
tre fisk, så der blev lige en til hver. Hvordan kunne det lade sig gøre? 
  
Spørgsmål 6  
Sørens mor siger at Søren har sagt at hans cykel er grøn. Søren taler altid sandt, og Sørens mor lyver altid. 
Hvad ved vi om Sørens cykel? 
  
Spørgsmål 7  
Pythagoras bruges i retvinklet trekanter, kan den også bruges i vilkårlige trekanter? 
  
Spørgsmål 8  
Cosinusrelationen bruges i vilkårlige trekanter, kan den også bruges i retvinklet trekanter? 
  
Spørgsmål 9  
I matematik er ethvert kvadrat et rektangel, og ethvert rektangel er en firkant. Er det så korrekt, at enhver 
firkant er et kvadrat? 
  
Spørgsmål 10  
Er ethvert rektangel et kvadrat? 
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Bilag C1 - PowerPoint præsentation 
 
Hvad er en matematisk model?
Eksempel på hvordan en matematisk model kan
konstrueres. Bemærk dette er kun et eksempel, der 
findes andre metoder at anskue en model på.
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1. Forstå problemet.
Ethvert problem i en rigtige verden vil indeholde en masse 
faktorer. Den første del af modelleringsprocessen er, at 
forstå problemet; Hvad indeholder problemstillingen?
Hvilket type svar ønskes der?
Ja/nej?, Et tal i kr.? Hvornår? Etc.
 
 
2. En model af problemet
For at kunne bruge matematik skal problemet struktureres
og eventuelt simplificeres. Overflødigt information skal
skæres væk.
Eksempel: Hans KAN bruge 6 min. Grete SKAL bruge 8 
min.
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3. Matematisering
Problemet er nu konkretiseret, og der skal findes/laves 
noget matematik der passer på problemet.
Eksempel: 6 gange så mange elever som lærere – Skal
laves til hvilket matematik?
 
4. Matematisk problemløsning
Problemet består nu af noget matematik der skal løses. Det
er denne del vi har mest træning i.
Eksempel:
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 220 – alder 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 208 – (0,7 × alder) 
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5. Afmatematisering
Da vi gik fra “den virkelige verden” til “den matematiske
verden” matematiserede vi problemet. Nu skal vi den 
anden vej, og forstå/fortolke hvilket resultat vi har fået.
Eksempel: Det at fortolke en graf, f.eks. opbremsning –
undveg hun katten?, eller noget andet.
 
6. Validering
Vi har nu fået et svar som vi har fortolket. Passer dette svar
i forhold til problemstillingen? Har vi fået den type svar vi 
ønskede i 1.?
Eksempel: Avisomdelings problemet
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Gruppeopgave – 2-3 pr. gruppe
 Brian bor i Ishøj og har lige anskaffet sig en Mercedes.
 I ishøj koster benzinen normalt 11kr/liter.
 Brian har dog en fætter, der arbejder på en tankstation i
Roskilde, 20km væk, hvor Brian kan tanke benzin til
“vennepris” på 8.5kr/liter.
 Er det meningsfyldt for Brian at køre til Roskilde efter
benzin?
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Bilag C2 - Interventionsopgave HHX 
 
 
Torsdag den 29. oktober 2015, 09.30 – 10.30 
 
Gruppeopgave 
 
 
 
 Peter bor i Holbæk (i nærheden af tankstationen INGO på L C Worsøesvej 1) og 
har lige anskaffet sig en Golf GTi. 
 
 
 Peter har en fætter, der arbejder på tankstationen OK i Gevninge 
(Hornsherredvej 3), hvor Peter kan tanke benzin til ”vennepris”, dvs han får 
10% rabat. 
 
 
 Er det meningsfyldt for Peter at køre til Gevninge efter benzin? 
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